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Prefata

De la primele publicatii ale lui Dantzig cu privire la algoritmul
simplex a trecut aproximativ o jumitate de secol. In acest interval de
timp, teoria si metodcle de optimizare liniari au cunoscut o evolutie
considerabild, in prezent existind un numdr impresionant de lucriri
consacrate acestui domeniu.

In aceeasi perioadi a avut loc i aparitia, iar apoi ”explozia” cal-
culatoarelor electronice, care au permis implementarea algoritmilor in
programe performante, capabile si rezolve probleme economice reale.
Dimensiunca din ce in ce mai mare a acestor probleme a impus ra-
finarea si adaptarca variantei initiale a algoritmului simplex pentru a
face fatd dificultitilor ce se intdmpini la prelucrarea volumului mare
de date. O directie in acest sens a constat in elaborarea unor metode
de gestionare judicioasi a elementelor nenule pe parcursul iteratiilor,
numite metode compacte, insi ele nu vor face obiectul de studiu al
acestel cirti. O altd directic a fost de a gisi principii noi de abordare
a rezolvirii problemelor, fie prin exploatarea structurii speciale in care
se prezintd de reguld datele in astfel de cazuri, fie prin adaptarea unor
metode de optimizare neliniari.

Scopul acestei cidrti este de a prezenta anumite aspecte din vasta
problematici a optimizarilor liniare, punandu-se accentul asupra rezul-
tatelor teoretice, care justifici metodele gi algoritmii ce sunt utilizati
in practici.

Primul capitol este destinat teoremelor clasice ale programairii liniare.
Pe baza acestora este enuntat algoritmul simplex primal si apoi, dupi
expunerea reziltatelor de dualitate, algoritmul simplex dual.

De asemenea, pentru a face o deschidere spre implementarea prac-
tici a algoritmului simplex, sunt deduse formulele de schimbare a bazei
prin intermediul Lemei substitutiei si se prezintd doud modalititi de
organizare a calculelor: tabloul simplex standard si cel revizuit. Pe de
altd parte, intr-un paragraf separat, este prezentatd adaptarea algo-
ritmului simplex pentru rezolvarea mai eficientd, din punct de vedere
a dimensiunii, a problemelor cu variabile marginite.

Cel de-al doilea capitol prezinti citeva metode de optimizare liniard
care sunt concepute pentru rezolvarea problemelor de dimensiuni mari.
Astfel de probleme au in mod necesar o structuri particulari a res-
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trictiilor, in care coeficientii nenuli sunt grupati de reguld in blocuri
(submatrice). Structura care rezults este de forma ”bloc-unghiularg”
sau ”bloc-triunghiulari”. Metodele prezentate aici exploateaza intr-un
mod ingenios acestd structurd astfcl incét, in loc de a rezolva o sin-
gurd problemi de programare liniard, care este de dimensiune foarte
mare, se rezolva un sir de probleme liniare, dar care sunt de dimensi-
uni cu mult mai mici. Pentru aceasta sunt folosite doud principii de
abordare. Primul este principiul de descompunerele Dantzig-Wolfe,
iar al doilea, cel de relaxare si partitionare. Ceea ce trebuie subliniat
este faptul ci aceste metode se bazeazi in ultim& instanti tot pe teo-
remele algoritmului simlex, care prin intermediul acestor principii este
adaptat si beneficieze de structura ”in blocuri” a datelor problemei.
Cele doud exemple numerice ilustreazi modul de aplicare a metodelor
expuse in acest capitol.

In ultimele dou decenii, dupa publicarea in 1984 a algoritmului lui
Karmarkar, studiul rezolvirii problemelor de programare liniard de di-
mensiuni mari s-a orientat spre investigarea unor metode alternative.
Ultimul capitol este consacrat prezentirii unor astfel de metode, care
isi au originea in metodele de optimizare neliniard si se bazeazi pe
construirea unor giruri de puncte recurente din interiorul, respectiv
exteriorul domeniului de admisibilitate. Aceste metode au o carac-
teristicd comuni si anume, ele rezolvd problemele "in timp polino-
mial”, adic¥, efortul de calcul este mirginit de valoarea unui polinom
ce se calculeazi in raport cu "mirimea” problemei. In cazul algorit-
milor de punct interior, sirul de puncte recurente se afla in vecinitatea
unei ”traiectorii continue”, care este descris de un sistem de ecuatii
diferentiale.

Cartea se adreseazd in special studentilor carc urmeazi cursuri de
optimizare matematicd, dar ca poate fi utild in egald masur# si tuturor
acelora care sunt confruntati in activitatea practici cu rezolvarea unor
probleme de optimizare liniard, deoarece, prin aprofundarea teoretica
a acestor metode, se pot intelege si interpreta mai bine rezultatele ce
se obtin prin utilizarea diferitor programe software.

Bucuresti, decembrie 2002. Autorul

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



CUPRINS

1. Programare liniard ..................c.. i i 1
1.1. Notatii si proprietdi ale sistemelor liniare ................. 1
1.1.1. Lema Farkas-Minkowski........................... ... 6
1.1.2. Forme ale problemelor de programare liniara ....... 10
1.1.3. Teorema fundamentald a programri liniare ........ 13
1.2. Teoremele algoritmului simplex ........................... 16
1.2.1. Determinarea unei baze primal admisibile .......... 23
1.2.2. Formule pentru schimbarea bazei §i organizarea
calculelor. ........ .. 27
1.3. Adaptarea algoritmului simplex la probleme cu
variabile marginite ...... ... .. . 33
1.4. Dualitate in programarea liniard .......................... 42
1.4.1. Reguli de asociere a problemelor duale.............. 44
1.4.2. Teoreme de dualitate................................ 46
1.5. Algoritmul simplex dual................... . ... ... 51
2. Metode de descompunere ......................cciiiiiinn. 57
2.1. Introducere....... ... e 57
2.2. Principiul de descompunere Dantzig-Wolfe................ 58
2.2.1. Rezultate preliminare ............................... 58
2.2.2. Principiul de descompunere......................... 60
2.2.3. Exemplu de aplicare a principiului de
deSCOMPUNETEC . ..ottt e e eee e 69
2.3. Mectode de partitionare si relaxare ........... el 13
2.3.1. Principiul de relaxare ............................... 75
2.3.2. Algoritmul lui Ritter ................................ 79
2.3.3. Algoritmul lui Rosen ................................ 85
2.3.4. Exemplu de aplicare a algoritmului lui Rosen....... 95
3. Metode cu giruri recurente ................................. 99
3.1 Introducere. ... 99

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2. Algoritmul elipsoidal .................... ... e 101
3.2.1. Probleme liniare echivalente ....................... 102
3.2.2. Transformari afine si elipsoizi ...................... 108
3.2.3. Algoritmul elipsoidal ............. ... 112

3.3. Algoritmul proiectiv........... ... 120
3.3.1. Problema in forma standard Karmarkar ........... 121
3.3.2. Minimizarea pesferd...................o .. 122
3.3.3. Evaludri de regularitate a domeniului de

admisibilitate ................ .. 123
3.3.4. Transformari proiective .....................coou... 129
3.3.5. O functie potential aproape invariant®............. 132
3.3.6. Algoritmul lui Karmarkar.......................... 134
3.3.7. Conversia la forma standard Karmarkar ........... 144

3.4. Algoritmul afin............ ... ... 146
3.4.1. Prezentarea algoritmului........................... 147
3.4.2. Teorema de convergentd ........................... 150

3.5. Traiectorii continue ...............coiiiiiviineeaniraneann. 158

Bibliografie ......... ... 164

Index ... 168

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Capitolul 1

Programare liniara

1.1. Notatii si proprietiti ale sistemelor
liniare

Vom nota cu A € R™*" o matrice cu m linii si n coloane:

a;; a2 Q1n

a1 Qa2 Qon,
A= . . . = (aq‘j)lgigm
: : : 1<j<n

Am1 Am2 Qmn

unde a;; € R, 1 <4 <m, 1< j < n, sunt clementele ei. Vom spunc
c3 matricea A este de dimensiunc m x n.
Transpusa matrecei A o vom nota cu A’ si este matricea:

ayy az aml

- ay; Q2 am?2
A = . . . = (a'ji)lgigm
: : : 1<j<n

Q1n Qon Amn

Evident, A7 este de dimensiune n x m.

Dacd m = n, atunci A € R™" se numeste matricce pitratici de
ordinul n.

Pe mul{imea matricelor de aceeasi dimensiune se defineste operatia
de adunare astfel: pentru A € R™*" gi B € R™*", avem:

A+ B = (ai; + byj)i1<icm

1<j<n
1
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2 Capitolul 1: Programare liniari

Inmultirea unei matrice B € R™*™ cu un scalar o € R este:

aB = (abij)1§1'5m = Ba
1<5<n
In raport cu aceste operatii, multimea matricelor de aceeasi dimen-
siune formeazi un spatiu vectorial peste corpul numerelor reale.
Daci A € R™** si B € R¥*™_ atunci se poate defini produsul

A-B=CeR™"

unde elementele matricei produs C se calculeazi astfel:

k
Cij=zailblj«, I1<i1<m,1<j<n
1=1
Determinantul unei matrice pitratice A € R™*™ este numéirul

det A=Y £(0) a10(1)820(2) *** Bro(n)
0ESy
unde S,, este mul{imea permutdrilor o de ordinul n, iar € (o) este
signatura permutirii o.

Daca det A # 0, matricea A se numeste nesingulard, iar in acest
caz, existd o unici matrice A™! € R™ ™, numitd "matrice inverss”, cu
proprietatea:

A A=A A=1,
unde I,, € R™*" este matricca unitate de dimensiune n X n :

1 0 0
01 0
In= .. .
00 1

Dacd in matricea A € R™*™ alegem k linii: 7y, 19, ..., si k coloane:
J1,J2y---, Jk, clementele care se gisesc la intersectia acestor linii si
coloanc formeazd o matrice pitratici de ordinul k:

Qiyjy Qiyjy Giy i,
Qizjr Bigjy "+ Qiyj
Tk
M= . . .
Qirjy  Qigge "7 Qiygy
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1.1 Notatii gi proprietdti ale sistemelor liniare 3

Determinantul det M este un “minor de ordin £” al matricei A.

O matrice A € R™*" are "rangul 7", si scriem rang (A) = r, daci A
are un minor nenul de ordin r, iar toti minorii lui A de ordin mai mare
decat r (daci existd) sunt nuli. Evident, rang (A) < min{m,n}.

Un vector v € R™ este considerat ca fiind o matrice v € R™*!, adic,
avind n linii §i o coloand. Din aceastd cauzi spunem ci v € R” este
un vector coloan4, iar in reprezentarea sa pe componente vom omite
scrierea indicelui de coloani:

U1
v=| 7| = (v1,92, -, vn)

VUn

In mod similar, vectorul transpus v' € R'*™ se va numi vector linie.
Produsul scalar a doi vectort x € R™ si y € R™ este:

zhy=) zp=y 2
i=1

Pe multimea vectorilor de aceeagi dimensiunc vom defini urmi-
toarele relatii: daci z € R" si y € R™, atunci

T = Yy <= z;=y; pentruorice?=1n;

r < y <= 1z; <y, pentruoricei=1,n.
( Notatia 1 = 1, n este echivalentd cui € {1,2,...,n}.)
In particular. £ > 0 inseamnd z; > 0 pentru orice ¢ = 1,n, iar ”0”
este vectorul cu toate componentele zero (vectorul nul), de aceeasi
dimensiune ca z.

Fiind dat3 o matrice A € R™*™ gi un vector b € R™, putem con-

sidera urmitorul sistem de ecuatii liniare:

A-z=b (1.1.1)

unde variabila vectoriald z € R™ are drept componente necunoscutele
z;, 1 = 1, n, ale sistemului. Vom nota:

IR
1

A = (ai, i, +,a;) linia a matricei A;

i T . ..
A = (ay;,a0i, , Qm; coloana ”§” a matricel A.
VRt ) 7
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4 Capitolul 1: Programare liniard

Astfel, sistemul de ecuatii (1.1.1) poate fi rescris in urmitoarele forme

echivalente:
Ai'.’E:bi, Z:].,m

zn: Aj.’L‘j =b.
j=1

Sistemul de ecuatii (1.1.1) are solutii dac si numai daci rang (A) =

sau

rang | A:b | (teorema Kronecker-Capelli).

Fie rang (A) = rang | A:b | = r. Vom numi ecuatii principale,

respectiv variabile principale, acelea ale cidror coeficicnti
intrd in compunerea unui minor de ordin r nenul; celelalte vor fi
numite ecuatii secundare, respectiv variabile secundare.

Deoarece orice vector z € R”, care satisface sistemul de ccuatii
format din ecuatiile principale, satisface si ccuatiile secundare, acestca
din urmi pot fi omise fiard a influenta natura sistemului initial. Din
aceastd cauzd, in cele ce urmeazi, vom considera ci ecuatiile secundare
sunt eliminate din sistemul (1.1.1) si deci avem

rang (A) =m < n.

Dacid m = n, sistemul (1.1.1) are o solutie unici z = A~! - b, iar
dacd m < n, atunci el are o infinitate de solutii.

Deoarece rang (A) = m, existi m coloane liniar independente
A% A% A’ ale matricei A. Aceste coloane formeazi o bazi in
spatiul liniar generat de coloanele lui A. Din aceastd cauzi, matricea
pdtratics de ordin m, formati cu aceste coloane, o vom nota

B = (A" A% A"

i 0 vom numi matrice de bazi. Matricea formati din coloanele lui
A, care nu fac parte din B, va fi notati cu R. Astfel, coloanele matricei
A pot fi partitionate In doud si vom scrie:

A=<BER).
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1.1 Notatii si proprietiti ale sistemelor liniare o

Vom nota multimea de indici corespunzitoare coloanelor lui B cu

B= {517527 sy Sm} 5

iar multimea de indici corespunzitoare coloanelor lui R cu

R={1,2,..,m} \B.

In concordantd cu partitionarea coloanelor lui A, componentele
variabilei vectoriale z € R™ a sistemului de ccuatii (1.1.1) se par-
tifloneazd in mod corespunzétor:

== (22)

unde zg = (T;),c5 = (Ts,, Toys -y zsm)T € R™ contine variabilele prin-
cipale ale sistemului, numite si variabile de bazi, iar 2 = (z;) jer €
R™=™ contine variabilcle secundare.

Utilizand notatiile introduse mai sus, sistemul de ecuatii (1.1.1)
poate fi rescris in modul urmé&tor

B-zg+ R-2gp =05

de unde se obtine expresia solutiel generale:
.IBZB_l ‘b—B_l 'R'.’IJR (112)

Vectorul v € R™ se numeste solutie a sistemului (1.1.1) daci
verificd A-v = b. O solutie a sistemului (1.1.1) este numitd solutie de
baza, dacid componentele ei diferite de zero corespund unor coloane
liniar independnte ale lui A. Deoarece rang (A) = m, cel mult m com-
ponente ale unei solutii de bazi pot fi nenule. Dac4 solutia de bazi
are exact m componente nenule, ea se numeste nedegenerat; in caz
contrar ea este degenerat3.

Pentru orice bazi B, din relatia (1.1.2) se poate obtine o solutic
de bazi a sistemului (1.1.1) astfel: se anuleazi variabilcle secundare
zr = 0, iar variabilele principale primesc valoarea zg = B~} - b. Evi-
(B~ - b]g

Oz
verificd A - v = b, iar componentele sale nenule corespund coloanelor

lui B, care sunt liniar independente.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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6 Capitolul 1: Programare liniara

1.1.1. Lema Farkas-Minkowski

S4 considerdm urmé&toarele sisteme liniare:

A-z=b

{ xiO (1.1.3)
sl

AT u>0

BTy < 0 (1.1.4)

unde A € R™*™ jar b € R™.

Lema 1.1 (Farkas-Minkowski) Dintre sistemele (1.1.3) si (1.1.4).
doar unul, §1 numat unul poate avea solutir.

Demonstratie. Vom demonstra mai intai cd ccle doud sisteme nu
pot avea simultan solutii. Dacd presupunem prin absurd c# sistemul
(1.1.3) are solutia zo € R™ iar sistemul (1.1.4) are solutia ug € R™,
atunci avem zg > 0si AT - up > 0. De aici rezult

ud b=ug - Az >0

ceea ce contrazice relatia a doua a sistemului (1.1.4).

Prin urmare, daci sistemul (1.1.3) are o solutic, atunci sistemul
(1.1.4) nu poate avea solutie.

Rédmane si ardtdm ci, dacd sistemul (1.1.3) nu are solutie, atunci
sistemul (1.1.4) are o solutie. Doud cazuri sunt posibile.

Cazul 1. Sistemul de ecuatii A -z = b este incompatibil. Asta

inseamnd cd, daca rang (A) = r, atunci rang (Afb) =r+1 S&
considerdm sistemul de ecuatii

AT u = 0

bl ou = ¢

unde constanta ¢ < 0. Se constatd cu ugurinti ci acest sistem este

compatibil:
T T
rang( 12—;— ) =T+1:Tang(j;1T 2)
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1.1 Notatii si proprietiti ale sistemelor liniare 7

si prin urmare, solutia acestuia este o solutie pentru (1.1.4).

Cazul 2. Sistemul de ecuatii A -z = b este compatibil, dar nu
admite o solutie z > 0. Pentru a construi o solutie a sistemului (1.1.4),
vom folosi un rationament prin inductie, dupad numéirul coloanelor lui
A= (A A2 A™).

Dacid matricea este formati dintr-o singurd coloani A!, atunci, in
aceastd situatie trebuie ca b # 0 si existi z; < 0 astfel incat A'z, = b.
Se verificd cu usurint¥ ci vectorul u = —b este o solutie a lui (1.1.4):

1 -1
u A = (=) <—b) = —|]bI> >0
I Ty
u b = (=B -b=—p* <0.

Fie k£ > 1 si presupunem ci, daci sistemul

k
Z A'z; = bnu admite solutie z; > 0, i = 1, k, (1.1.5)

1z=]

atunci cxistd un vector ug € R™, astfel incat

WA >0, i=TF
ug -b < 0.

Pentru cazul cand A are k + 1 coloane, daci ug - A1 > 0, atunci
vectorul wy este o solutie a lui (1.1.4) si problema este rezolvatd. Vom
presupune deci

ul - A <0 |
si vom construi un vector @ care si verifice sistemul (1.1.4).
Definim urmaitorii vectori:

T H
i . i k+1 _ UO * A . PR v
A = A+ )\1A unde )‘i = —W Z 0, 1= 1,k, (116)
T
I k+1 _ Uy - b
b = b+ A()A unde )\0 = *m < 0. (117)

ko _ - —
Sistemul Y~ A'y; = b nu admite solutie y; > 0,7 = 1, k. Prin absurd,

1=1
daci ar exista o solutie ; > 0, i = 1, k, atunci, din (1.1.6) si (1.1.7)
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8 Capitolul 1: Programare liniari

putem scrie:

k
(AT XA g = b4 oA
=1

sau,
ko k
> Agi+ (2 N — Ao) A =b
i=1 =1

Deoarece pentru orice ¢ = 1,k avem X; > 0 si Ay < 0, rezultd

k
Y A% — Ao > 0, adicd sistemul (1.1.3) ar admite o solutie
i=1

nenegativd, contrar ipotezei noastre de la care am plecat.

Prin urmare, folosind ipoteza de inductie (1.1.5) pentru sistemul
definit de vectorii A® si b, rezultd ci existd un vector @ € R™, care
verificd relatiile:

' A 0, i=1,k, (1.1.8)
a b < 0. (1.1.9)
Din (1.1.8), pentru fiecare ¢ = 1, k, folosind (1.1.6), avem:

0<uf -Al=a' - (A +\AFY) =

T pi =T . Ak+1 T
e (Az_ ng _ (a_ U__A_UO> A
T . Ak+l T . Ak+1
uy - A uy - Akt

(1.1.10)

v

Vom defini

si din (1.1.10) rezulta

In plus, avem:
0T . Ak+1 T
~T  ak+1 . u - k+1
n A =|lt——=———uy) -A" =0
( UJ . Ak+1 )

Folosind (1.1.9) si (1.1.7), obtinem:

—T k+1 T
~T _ _ o A
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1.1 Notatii si proprietsti ale sistemelor liniare 9

AT ug'b k+1\ _ -T %

Prin urmare, @ este o solutie a sistemului (1.1.4) cand A are k + 1
coloane si lema este demonstrata. n

Observatia 1.1 Sistemele (1.1.3) gi (1.1.4) pot fi considerate
sisteme duale in sens Farkas-Minkowsksi.

Lema Farkas-Minkowski se poate aplica si la alte perechi de sisteme
liniare. Spre exemplu, daci considerdm sistemul

{A-mgb

23>0 (1.1.11)

acesta este echivalent cu

Az+Tly=0
z>20,y>0

iar acestuia din urmi, avand matricea (A :I), ii corespunde urmatorul
sistem dual in sens Farkas-Minkowski:

AT .u>0
u>0 (1.1.12)
bT -u <0
Teorema 1.2 Fie S € R™™™ o0 matrice antisimetricd (S = —ST) }

S-2>20

>0 A€o solufte T > 0 cu proprietatea: S-Z+Z > 0.

Sisternul {
Demonstratie. Luim o valoare arbitrard fixatd a indicelui i,
1 < i < n. Vom considera perechea de sisteme duale in sens Farkas-
Minkowski (1.1.11) si (1.1.12), in care A = —S si b = —¢e’, unde &
este vectorul unitar cu 1 in pozitia " ¢” si zero in rest. Conform lemei
Farkas-Minkowski, putem avea doar doui situatii:

Cazul 1. Sistemul (1.1.11) are o solutie z*. Prin urmare, putem scrie:

S.zt> e
>0
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10 Capitolul 1: Programare liniara

Daci notdm cu S; linia ”i” a matricei S, atunci avem:
S, -z > 1 > 0, si deoarece componenta " ¢” a solutiei z° este
]
z; > 0, avem
Si-x*+z;>0.

Cazul 2. Sistemul (1.1.12) are o solutie z*. In acest caz, vom avea:

S-2>0
>0

(e)) 2" >0

de unde deducem: S; - z* > 0 si z¢ > 0, deci si in acest caz vom
avea:

S;-xt+ 2> 0.
In concluzie, pentru orice 7 fixat, existd o solutie z* > O astfel incat
S;- '+ z¢ > 0. Dacd ludim acum z = Y ;. z*, avem evident Z > 0 si
S-z4+z>0. ]

1.1.2. Forme ale problemelor de programare liniara

Problemele de programare liniard se pot descrie in diferite forme.
in functie de conditiile si scopul in carc sunt folosite. Astfel, dacd cle
sunt in faza de modelare matematici a unor probleme reale, atat vari-
abilele cat si restrictiile vor fi exprimate intr-o forma cat mai apropi-
atd de descrierea fenomenului real. Pentru elaborarea unor metode
de rezolvare si a studiului teoretic, problemele de programare liniard
se prezintd intr-o form# mai simplificat, in care datele problemei.
restrictiile gi variabilele isi pierd semnificatia initiald, fiind elemente
abstracte, care ins& mostenesc structura fenomenului real de la care
s-a plecat. In cele ce urmeazi, vom prezenta cele mai importante
forme "matematice” ale acestor probleme.

Trebuie subliniat faptul ci. o problem3 de optimizare consti din
minimaizarea sau marimizares unei anumite functii - numiti functie
obiectiv - in prezenta unor restrictii care trebuie satisficute. Deoarece

inf {f(z) | z € P} = —max{—f (z) |z € P},

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.1 Notatii si proprietiiti ale sistemelor liniare 11

este suficient si studiem doar un singur tip de problem4, care in cazul
nostru va fi cea de minimizare. Cu ajutorul relatiei de mai sus,
toate rezultatele care se obtin, se pot transpune cu usurint gi pentru
problemele de maximizare.

FieaeR"si g€ R.

Definitia 1.1 Vom spune cd o restrictie este concordantd in raport
cu o problemd de minimizare, dacd ea este de forma o' - > 3, §i
neconcordantd dacd o' -z < .

Vom spune cd o restrictie este concordantd in raport cu o problemd
de mazimizare, dacd ea este de forma o' -z < f3, gi neconcordantd
dacda’ -z > f.

Forma generala.

O problemi de programare liniard in forma generald contine toate
tipurile de restrictii si variabile care pot apare in descrierea ei. Ea se
enuntd astfel:

inf{clT-a:1+02T-zg+c;r-m3}

in raport cu

An -1+ Ao+ Az -z3 > by
Ay -1+ Agg - T+ Apz - 23 = by
Az + Asp - 2o+ Azy - 23 < b

720 z3<0

unde datcle problemei sunt matricele A;; € R™*™ gi vectorii b; € R™,
;ERY, 1<i<3,1<5<3.

Necunoscutele problemei sunt grupate in trei variabile vectoriale
z; € R%, 1 < j < 3, astfel incat asupra componentelor lui z; s1 3
sunt impuse conditii de semn, in timp ce componentele lui z; sunt firi
conditii, ele putdnd primi valori oarecare. De asemenea, observdm ci
sunt prezente toate formele de restrictii: concordante, de tip egalitate

st neconcordante.
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12 Capitolul 1: Programare liniard

Forma standard.

O problem& de programare liniars in form& standard este:
inf{cT-xlA-a:=b, IZO}

unde datele problemei sunt A € R™*" b € R™, ¢ € R™. Observam ci
in acest caz, toate restrictiile sunt de tip egalitate g1 toatc componen-
tele necunoscutei z sunt supuse conditiei de nenegativitate.

Forma canonici.

Forma canonic a unei probleme de programare liniara contine doar
restrictii concordante si variabile nenegative:

inf{cT-:r|A-:r2b, :rZO}
iar datele problemei sunt A € R™*" b€ R™, c € R™.

Forma mixt4i.

O problemi de programare liniard in forma mixta contine restricti
concordante si de tip egalitate, iar variabilele sunt supuse conditiei de
nenegativitate.

inf {cT T

Dacd o problemi de programare liniar3 este prezentats intr-o anu-
mitd formd, ea poate fi transformati cu usurinti in oricare alt forma
dorita, folosind urmitoarele transformdri echivalente:

Sensul unei inegalitdti se schimbi prin inmultire cu —1.

— Transformarea unei inegalitdti intr-o ecuatie: o inegalitate de
forma a’ - z < 3 cste echivalentd cu ecuatia a’ -x+ y=20
si y > 0, unde variabila y se numeste variabild ecart (sau vari-
abily de compensare); inegalitatea a’ -z > 3 este echivalents cu
a' z—y=pPBsiy>0.

— Transformarea unei ecuatii in inegalititi: o ecuatie o' -z = 3
este echivalenti cu perechea de inegalititia’ -z < fsia’ -z > 8.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

A2~CIJ=bQ ’

Al'.’EZbl I>O}



1.1 Notatii si proprietiti ale sistemelor liniare 13

— O variabild supusi conditiei z < 0 se transform¥ intr-o variabild
nenegativi prin substitutia ' = —z.

— O variabili z care nu este supusd unor conditii de semn (oare-
care), se transform3 intr-o pereche de variabile nenegative z* > 0
si £~ > 0, prin substitutia: z =zt —z~.

Din cele de mai sus rezultd ci atat studiul teoretic cit si metodele
de rezolvarc pot fi abordate utilizind oricare dintre formele proble-
melor de programare liniard mentionate. Deoarece in teoria sistemelor
de ecuatii liniare dispunem de metode de rezolvare, vom folosi cu
precddere forma standard a problemelor de programare liniard pentru
a elaborara algoritmi. In schimb, la studiul proprietatilor de dualitate
se va dovedi mai adecvate problemele in forma canonici.

1.1.3. Teorema fundamentald a programari liniare
Considerdm problema de programare liniard in forma standard:
inf{cT-z:|A-1:=b,1:20} (P)

Vectorul v € R™ se va numi solutie admisibild a problemei (P),
daci A-v=>bsiv>0.

O solutic admisibild v € R™ este o solutie optim& a problemei
(P). dac# oricare ar fi solutia admisibil¥ y, avem: ¢" v < ¢’ - y.

Fara a restrange generalitatea, vom presupune cd

rang (A) = m < n.

In cazul in carc m = n, sistemul de ecuatii ar avea o solutie unicd si
problema (P) ar deveni banali.

Teorema 1.3 (Teorema fundamentali a programirii liniare)

(a) Dacd problema (P) are o solutie admisibili, atunci ea are gi o
solutie admisibild de bazi.

(b) Daci problema (P) arc o solutie optimi, atunci ea are si o solutie
optimi de bazi.
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14 Capitolul 1: Programare liniara

Demonstratie. (a) Fie v € R" o solutie admisibild a problemei
(P). Fird a restrange generalitatea, putem considera ci primele k
componente ale lui v sunt neneule, adic¥, v = (v1, va, ..., Uk, 0, ..., 0)T ,
unde v; > 0,1 =1, k.

Dacy k = 0, atunci v = 0 si evident aceasta este o solutie de bazi.
Fie deci k£ > 1.

Dacs {A', A%, ..., A*} sunt coloane liniar independente, atunci din
nou v este o solutie de bazi si afirmatia este demonstrata.

Dacy { A, A%, ..., A¥} sunt coloane liniar dependente, atunci exist
- k
numerele y; € R, ¢ = 1, k, nu toate nule, deci Y |y;| > 0, astfel incat
=1
k .
> A'y; = 0. Vom considera vectorul y € R” format din primele k
i=1

-

componente cu numerele y; §i zero in rest: y = (y1,¥2, - Yk, 0, ..., 0) "
Prin urmare, putem scrie:

y#£0, si A-y=0. (1.1.13)

Pentru A € R, definim vectorul z (A\) = v + Ay. Deoarece avem
evident

Az(MN)=A-(v+dy)=A-v+AA-y=A v =0,

rezultd ca z (A) este o solutie a sistemului A-z = b pentru orice A € R.

Vom determina in continuare valorile lui A pentru care si fie in-
deplinit4 i conditia z (A) > 0. Deoarece z; (A) = O pentrui = k + 1,7,
trebuie ca

z;(A) =v;+Ay; >0, pentru i=1k.

De aici rezulta
—;

A = daca Yi > 0,
Yi
A < " dacd y; <O0.

Prin urmare, daci definim

N max {_Tv‘ | y: > 0} dacd existd y; > 0,

—00 dacd nu existd wy; > 0,
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1.1 Notatii si proprietdti ale sistemelor liniare 15

. lrgj?k {‘y—” Y < O} dacd existd y; <0,
A= Si< ‘
—00 dacd nu existd y; < 0,

atunci, pentru A € [\, \"] avem z (X) > 0, si 2 ()) este solutie admi-
sibild pentru problema (P). Deoarece numerele ;, i = 1,k, nu sunt
toate nule, rezulti ci cel putin una din valorile lui A’ sau \” este
finits. Fie Ao una din valorile finite ale lui A’ sau X”. Atunci, exist
un indice 49, 1 < 4y < k, astfel incat v;, + Ay,, = 0. De aici rezult¥ ci
vectorul z (\g) este o solutie admisibild a problemei (P) si are cel mult
k — 1 componente nenule. In aceasts situatie, dacd coloanele cores-
punzitoare sunt liniar independente, problema este rezolvati. In caz
contrar, se reia rationamentul cu cele k£ — 1 coloane liniar dependente.
Astfel, intr-un numar finit de pasi vom ajunge fie la situatia k = 0,
sau vom obtine o solutie admisibild de bazi.

(b) Fie v € R™ o solutie optimi a problemei (P). La fel ca la
punctul (a), putem considera ci primele k componente ale lui ¢ sunt
neneule.

Dacd & = 0, atunct © = 0 este o solutie optimi de bazi. Vom
considera deci k > 1.

Daca { AY A% A"} sunt coloane liniar independente, atunci evi-
dent 7 este o solutie optima de bazi si afirmatia este demonstrata.

Daci {Al, A? ., Ak} sunt coloane liniar dependente, atunci,
rationand ca la punctul (a), existi un vector y € R"™ neneul, astfel
incat relatia (1.1.13) si fie indeplinitd iar vectorul z () = 7 4+ Ay
si fie o solutie admisibild a problemei (P), pentru orice A € [\, \"].
Deoarece o este o solutic optimd, avem

¢ o< cz(N=c - T+A -y
de unde obtinem:
Ac’ -y >0 pentruorice A€ [N, \]. (1.1.14)

Din definitia lui A’ si A" rezultd X' < 0 si A" > 0. Din aceasti
cauzd, nu putem avea c' -y # 0, deoarece, in caz contrar, alegind
pe A de semn contrar lui ¢' -y, am obtine A¢" - y < 0, ceea ce este

in contradictie cu relatia (1.1.14). Prin urmare, c' -y = 0 si deci,
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



16 Capitolul 1: Programare liniard

pentru orice A € [X',\"], vectorul z ()\) este o solutic optimd. Ca si
in demonstatia punctului (a), dand lui A¢ una din valorile finite ale
lui A sau A, vectorul z ()\g) este o solutie optimi cu cel mult k£ — 1
componente nenule. Dacd z ()\g) nu este o solutie optimi dc bazi,
atunci, reludnd ragionamentul, intr-un numar finit de pasi vom obtine
o solutie optim4 de bazi. [ ]

In general, multimea solutiilor admisibile a problemei (P) este in-
finitd, spre deosebire de cea a solutiilor admisibile de bazi, care are cel
mult C]* elemente. Importanta teoremei fundamentale a programairii
liniare const¥ in aceea ci, pentru determinarea unei solutii optime,
dacd ca existi, ciutarea este redusd de la o multime infinit#, la una
finitd, fiind suficientd investigarea doar a solutiilor de bazi.

1.2. Teoremele algoritmului simplex

Rezolvarea problemelor de programare liniari a fost dominata timp
de decenii (1950-1985) de algoritmul simplex. Aceastd metod a fost
elaboratd de G.B. Dantzig in jurul anului 1950 si a cunoscut de-a
lungul timpului o serie de imbun&titiri, mai ales in ceea ce priveste
implementarea ei pentru rezolvarea eficienti a problemelor de dimen-
siuni din ce in ce mai mari.

In esenta sa, algoritmul simplex exploreazi in mod sistematic mul-
timea solutiilor admisibile de baz3 in asa fel incit, prin trecerea de la
o solutie la alta, valoarea corespunzitoare a functiei obiectiv si fie cel
putin la fel de buni ca cea precedenti.

S& considerdm problema de programare liniara

iIlf{CT'I|A-I=b,.’T,ZO} (P)

unde A € R™*"* b € R™ sic € R™. Fari a restrange generalitatea, vom
presupune rang (A) = m < n. Fie B = (A%t A%2...A*~) o matrice de

bazi si in raport cu ea, partitionim matricea A = { B: R). Folosind

notatiile introduse la pagina 5, sistemul de ecuatii A - z = b sc poate
rescrie astfel:
zg=B"1-b-B' R.-zp

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



1.2 Teoremele algoritmului simplex 17

Daci introducem notatiile:
z=B'b si YI=B1. 47 1<j<n,

atunci putem scrie:
R =1 — ZYj:rj (1.2.1)

Observatia 1.2 Trebuie sd se {ind seama de ordinea coloanelor lui
A care intrd in compunerea matricei de bazd B, aceasta fiind descrisd
de secventa elementelor multimii indicilor de bazd B = {s1, $2, ..., Sm} -
Valoarea unui anumit indice s; € B nu corespunde neapdrat cu pozitia
lut din secventd. Pentru a indica aceastd pozitie, vom folosi notatlia:
loc (s;). Prin urmare, dacd indicele s; este in pozitia i, vom scrie:
i = loc(s;).

Scrisd pe componente, relatia (1.2.1) devine:

IsL:jz_ZyijIja SiEB: i=lOC(3i).
jER
O solutie de bazd corespunzitoare lui B este: zg = Z s1 zr = 0.
Pentru ca aceasta si fie o solutie de bazi admisibil% a problemei (P),
trebuiecaz = B~!-b> 0.

Definitia 1.2 Matricea de bazd B se numeste primal admisibild,
dacda B~'-b>0.

Folosind relatia (1.2.1), functia obiectiv z = ¢' - z se poate exprima
astfel:

N

Il

o
&

5 TR+ Cp TR =Cpk- (f—Zszj> +cp TR =

JER

= cg-i—Z(cg-Yj—cj)xj
jER

Dac introducem notatiile 2 = ¢} -Z §i z; = cg - Y7, 1 < j < n, atunci,

IR e~
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18 Capitolul 1: Programare liniarg

Evident, Z reprezintd valoarea functiei obiectiv corespunzitoare solu-
tiei de bazd zp = Z si zr = 0.

In cele ce urmeazi, convenim si ne referim la solutia de bazi
zg = B7! - b, subintelegind ci zxr = 0.

Teorema 1.4 (de optimalitate) Fie B o bazd primal admisibild.
Daca

(zj —¢;) £0, pentruoricej € R, (1.2.3)
atunci baza B este optimd (adicd, solutia de bazd g = B™!-b este
optimd) pentru problema (P).

Demonstratie. Fie v € R™ o solutie admisibild a problemei (P).
Deoarece v > 0, iar functia obiectiv se poate exprima conform relatici
(1.2.2), avem:

z=c -vzé—Z(zj—cj)vjzz

JER
|

Teorema 1.5 (de optim infinit) Fie B o bazd primal admisibeld.
Dacd exristd k € R astfel incdt zp —c;, > 0 si Y* = B~1. A* < 0,
atunci problema (P) are optimul infinit.

Demonstratie. Fic A € R, A > 0. Definim vectorul z (\) = ( j:: (())‘;)) )

in felul urmitor:

B (/\) = I- )\Yk

IR (A) = )\eloc(k)
unde ¢/*“%) ¢ R™™™ este un vector unitar, avand 1 pe pogzitia loc (k) a
indicelui k£ din R.

Deoarece baza B este primal admisibild, A > 0 si Y* < 0, rezulta
evident z () > 0. Pe de alti parte, avem:

A-z(A) = Bzg(AMD)+R-zp()) =
= b— A"+ 24 =0
Prin urmare, pentru orice A > 0, vectorul z (A) este o solutie admisi-

bili.
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 19

Valoarea corespunzitoare a functiei obiectiv este:

cT-:c(A) = cg-xg(/\)—kc;-:rn()\):
= cg-(:f:—)\Y")+/\ck=Z—/\(zk—ck)

Deoarece z — cx > 0, rezultd: lim c' -z ()\) = —oo. ]
—00

Observatia 1.3 [n conditille Teoremei de optim infinit, vectorul
v € R™, definit prinvg = —=Y*, vg = ') este o solutie nenuld a sis-
temului omogen {A -z =0, z > 0}. El defineste o direclie (razd) de-a
lungul cdreia solutiile admisibile = (\) sunt nemdrginite. Deoarece el
reprezintd o muchie a domeniului de admisibilitate, vectorul v se maz
numeste razd extremd.

Lema 1.6 (Lema substitutiei) Fie B = (A®1A%... A°~) ¢ R™*™
o matrice pdtraticd nesingulard s vectorul A* € R™, cu indicele

k¢ {s1,52,...,8m} 2" B. Considerdm matricea
B = (A% o AS-1 AR gL A,

obtinutd din B prin inlocuirea lui A* cu A*. Notdm wvectorul

Y* = B7VAF = (y1k, Yok, ---» Ymi) | . Au loc urmdtoarele afirmatii:

(a) Conditia necesard i suficientd pentru ca matricea B sd fie nesin-
gulard este ca elementul y,r # 0, unde 7 = loc (s, ).

(b) Pentru y. # 0, dacd notdm vectorul

) b 1t

Yrk T Yrk Yrk Yrk Yrk
1

= <'—y1'k —Ur-1,k L ~Yr+1,k —ymk)

§i matricea pdtraticd E,(n) = (e'---e"1netl...e™), unde
e’ € R™ este vectorul unitar cu 1 in pozifia j, atunci

B'=E.(n)-B! (1.2.4)

Demonstratie. Deoarece Y* = B~1AF| rezulta
m
k k __ 83
Ak =B.Y* =" A%y, (1.2.5)
j=1
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20 Capitolul 1: Programare liniars

Pentru a demonstra necesitatea, fie B nesingulard §i presupunem
prin absurd c vy« = 0. In acest caz ins¥, din (1.2.5) rezultd ci
coloanele lui B sunt liniar dependente, ceea ce contrazice faptul ci
B este nesingulard. Deci, trebuie si avem vy, # 0.

Pentru a demonstra suficienta, fie y,, # 0 si presupuncm prin ab-
surd c# B este singulari, adic are coloanele liniar dependente. Prin

- m
urmare, existd coeficientii A;, j = 1,m, nu toti nuli <Z [A;] > 0) ,
i=1

astfel incat:
m

> AN+ AR =0
J=1, j#r
Observidm ci in aceastd relatie trebuie si avem A, # 0, deoarece, in
caz contrar, obtinem o combinatie liniard de coloane ale matricei B
ca fiind egali cu zero, ceea ce contrazice nesingularitatea lui B.
Inlocuind pe A* din (1.2.5), obtincm:

m
ST AT (O Y + Ay, = 0, (1.2.6)
=Ll 3#7
adicd o combinatie liniard de coloane ale matricei B, care este egali
cu zero si deci toti coeficientii trebuie si fie nuli. Din ipotezd, y-, # 0,
iar A\, # 0, din observatia ficutd mai inainte. Rezultd y.xA, # 0 si
astfel relatia (1.2.6) contrazice nesingularitatea lui B. Prin urmare, B
trebuie si fie nesingulari.
Pentru a stabili cea de a doua afirmatie a lemei, si observim c#

pentru j # r, coloanele ”j” ale lui B coincid cu cele ale lui B. Deci,

A% =B.¢’, pentruj #r.
Deoarece y.x # 0, din (1.2.5) obtinem:
Av= ) AV (——yj’“> Lt _ By
J=1, gobr yri Yrk

Prin urmare, putem scrie:

B=B-E.(n)
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 21

Deoarece B si B sunt nesingulare, ele sunt inversabile gi, inmultind la
stanga cu B~! si la dreapta cu B~1, rezulti relatia (1.2.4). u

Observatia 1.4 Lema substitutiei este un rezultat al algebrei liniare,
independent de contextul problemelor de optimizare pe care-l studiem,
avdnd importantd atdt teoreticd, cdt mai ales practicd, datoritd for-
mules (1.2.4). Prezentarea lemei cu notaliile folosite aici are drept
scop aplicarea ei in mod direct la justificarea rezultatelor pe care le
vom prezenta in continuare.

Teorema 1.7 (de schimbare a bazei) Fie B o bazd primal admi-
sibild. Presupunem cd existd k € R astfel incat z, — cx > 0 gt vectorul
Yk = B~1. A* are cel putin un element pozitiv. Dacd alegem indicele
s, € B, culoc(s;) =r, astfel incdt

z, . z;
Yrk  1Sismo{ Yk
atunci. matricea B, obtinutd din B prin inlocuirea lui A% cu A*, este

o matrice de bazd primal admisibild, pentru care avem:
5T . /-1 T R-1.ph—s3
z—cE-B b<cg-B-b=12Z.

Yik > 0} , (1.2.7)

Demonstratie. Din relatia (1.2.7) avem evident y.x > 0. Din Lema
substitutiei rezult¥ ci B este o matrice nesingulard. Pentru a vedea
cd ca estc o matrice de bazd primal admisibili, trebuie s& verificim ci
B~'.b > 0. Aplicand formula (1.2.4), avem:

B'-b=FE.(n)-B-b=E.(n)-T=

1 ~Yik j 5 - kg
Yrk Zi Yrk
j. T i:r
0 ... — ... Zr ek
\ Yrk } \ Yrk
(1.2.8)
unde pentru ¢ # r obtinem elementul generic z; — %ir, iar pen-
_ Yrk
tru ¢ = r avem elementul *r  Baza B fiind primal admisibild, avem
Yrk
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z; > 0, pentru orice ¢ = 1, m, si deci I > 0. Dacd y; < 0, atunci
Yrk
. 1_31- . z, i‘i .
evident T; — yix— > 0. Dac¥ y; > 0, din (1.2.7) avem — < — si
) Yrk Yrk Yik
deci,
ik _ z, z
z; — ykl‘r=yik (—— —) > 0.
Yrk Yie  Yrk

Tn concluzie, B~' - b > 0, adici B este bazi primal admisibila.
In continuare, tinind seama c¢i pentru k € B avem loc (k) = r,
obtinem:

s _ T . B-1.p—T. CB-l.h— . E
Z=cz B -b=cj E.(n)- B~ -b=cz E(n)-z=

1 —Yik
Yrk
= ( Csi» y Ck» ) T =
0 1
Yrk

—Cs; Yik Ck _
:<"‘,C5“"“Z——1_‘+_,"' LT =

/ itr  Yrk Yrk

— :E‘r — - Yrk
= E Cs, Ti — (Z Cs;Yik — Ck> + Cs, Tr — Csrmrf__ =

AT i#r Yrk Yrk
m m =
= Zr _ €T, _
= chrri_ ( csiyik_ck) —_— =2 — (Zk—ck) S z
i=1 i Yrk Yrk
= T A . I,
deoarece Y ¢,y = Cg - Y* = 2, iar (zx —cp) — > 0. =
=1 Yrk

Obserwiatia 1.5 Precizam faptul cd, in urma unet schimbdri de bazd,
avem: B = B\ {s,} U {k} giloc(k)=r.

Teoremele prezentate mai sus justificd urmitoarea metodd de re-
zolvare a problemelor de programare liniard, metodd cunoscuti sub
denumirea de ”algoritmul simplex primal”, sau pe scurt, ”algoritmul
simplex”.
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 23

Algoritmul simplex primal.

Pasul 0. Se determini (daci existd) o bazd primal admisibila B.
Se calculeazid B~

Pasul 1. Se calculeazi: z = B71.b, 2z = ¢ -2, Y = B! A

zi—cl=c5- Y-

Pasul 2. (testul de optimalitate) Daci z' — ¢’ < 0, atunci 2
este valoarea optimi, iar zg = Z st zr = 0 este solutia de bazi
optim3. STOP.

Pasul 3. (testul de optim infinit) Daci existd k € R pentru care
zr —cx > 0'si Y* < 0, atunci problema are optim infinit. STOP.

Pasul 4. (schimbarea bazei) Se alege k€ R cu zx — ¢ > 0 sl se

determind s, € B, cu loc (s,) = r, astfel incat:

z [z
~ = min {—1 yik>0}.
Yrk  1siSm | Yik
Sc formeaza matricea B. care se obtine din B prin inlocuirca

coloanci A% cu A, se calculeazd B~! cu formula (1.2.4), i cu
aceasta inversd a noil matrice de bazi se revine la Pasul 1.

1.2.1. Determinarea unei baze primal admisibile

In prezentarea algoritmului simplex, "Pasul 0” las& deschisi pro-
blema determindrii unei baze primal admisibile. Gisirea unei astfel
de baze se poate face in mai multe moduri. Una dintre metodele
cele mai naturale constd in asocierea unei ”probleme artificiale”, in
agsa fel incat, folosind algoritmul simplex pentru rezolvarea acesteia,
sd obtinem fie o bazi primal admisibild pentru (P), fie rdspunsul ci
problema (P) nu admite solutie, adic, nu exista nici o baz primal ad-
misibild pentru ea. Acestd metodi este numits ”metoda celor doud
faze”. deoarece, in prima fazi se rezolvd problema artificiald, iar in
cazul cii s-a obtinut 0 bazi primal admisibild pentru (P), in cea de-a
doua fazi se rezolvi problema initial¥ (P).

S& considerdm din nou problema:

inf{cT-mlA-zzb,IZO} (P)
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24 Capitolul 1: Programare liniard

in care, rangul matricei A nu mai este specificat si presupunem b > 0.
Acest lucru nu restrange generalitatea, deoarece, daci existd o com-
ponent& b, < 0, restrictia respectivi se poate inmulti cu —1.

Acestei probleme ii asociem problema artificiali:

min{eT-m“|A-x+Im-x“=b,xZO,x“ZO} (P,)

unde vectorul e € R™ are toate componentele egale cu 1, iar I, este
matricea unitate de ordinul m. Componentele variabilei ”artificiale”
z¢® € R™ le vom nota in continuarea celor lui z, adici,
% = (Tnt1, Tnts oo Tnim)

Problema artificiald asociat¥ lui (P) are cdteva proprietati impor-
tante. In primul rand, matricea restrictiilor problemei (P,) este

(A : Im> € Rmx(nt+m) o astfel,

rang (Aflm) =m < n+m.

Pe dc altd parte, matricea unitate I, este evident o bazd primal ad-
misibild pentru (P,), deoarece I-! - b = b > 0. In fine, cerinta z¢ > 0
m
implicd e” - 2% = Y z,,, > 0, adici, problema (P,) va avea intot-
i=1
dcauna un minim nencgativ.
Prin urmare, pentru rezolvarea problemei (P,), se poate aplica algo-
ritmul simplex, luind ca bazi primal admisibild initiald matricea L.
Fie B baza optimi care se obtine la rezolvarea problemei (P,),
B multimea corespunzitoare a indicilor de bazi si vom nota cu z,
valoarea optim# (minimi) a problemei (P,). Avem evident z, > 0.

Propozitia 1.8 Dacd z, > 0, atunci problema initiald (P) nu are
solutre.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ci (P) ar avea o solutie ad-
misibild. Atunci, in baza Teoremei fundamentale a programarii liniare,
(P) are si o solutie admisibils de bazi. Fie B, matricea de bazi cores-
punzitoare. Aceasta este constituiti doar din coloane ale matricei A
si evident BZ!-b > 0. Astfel, B, este o bazi primal admisibild si
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 25

pentru (P,), iar solutia de bazi corespunzitoare va contine printre
varibilele secundare toate componentele lui z*. Prin urmare, z® = 0,
ceea ce contrazice faptul ci valoarea optimi a lui (P,) este z, > 0. m

Propozitia 1.9 Dacd BN {n+1,..,n+m} = 0, atunci z, = 0 s
B este o bazd primal admisibild pentru problema initiald (P).

Demonstratie. Deoarece BN {n+1,..,n+m} = @, in solutia de
bazd optimi toate componentele lui * sunt componente secundare,
deci au valoarea egald cu zero si evident 2, = 0. Pe de altd parte,
toate coloanele matricei de bazi B sunt formate din coloane ale lui A,
si deoarece in (P,) avem B~!-b > 0, matricea B este o matrice de
bazi primal admisibila si pentru problema (P). [ |

Propozitia 1.10_Dacd 2z, = 0 g1 existd n + iy € B pentru care
Yiy; = 0.V j = 1,n, unde (yi5)1<i<m = B71. A giig = loc(n+ 1),

1<j<n

atunci, rang (A) < m — 1 gi restrictia ig este o combinatfie lintard de
celelalte restrictii.

Demonstratie. Deoarece Y? = B~!. A7, pentru orice j = 1, n, avem:
A=B-Y = Z A%y, unde i = loc (s;) .
s, €B
Prin faplul cd n+iy € Bsiyi,; =0,V j = 1,n, rezultd ci orice coloand

A’ a matricei A se poate scrie ca o combinatie liniard de cel mult m — 1
vectori liniari independenti, ce intrd in compunerea bazei B:

A = Z A*y;;
s;€B\{n+io}
sl prin urmare, rang (A) < m — 1.
In aceastd situatie, liniile matricei A, pe care le vom nota cu A,
i = 1,m, vor fi liniar dependente: existd numerele \; € R, nu toate

nule, astfel incat:
Z A'i/\i = 0
1=1

Se observd ci trebuie si avem A;, # 0. In caz contrar, deoarece ma-

tricca de bazi B contine vectorul unitar e®, ar rezulta ci in problema
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26 Capitolul 1: Programare liniar4

(P,) avem rang (AEIm) < m, ceea ce este absurd. Prin urmare,

putem scrie:

AiO = Z )\io Ai
i=1
i#£ig
si deoarece sistemul de ecuatii A - £ = b este compatibil, trebuiec si
aibe loc si relatia:
bi = Z Iy bi
i=1 "0
i#ig

de unde concluzia ci restrictia iy este o combinatie liniars de celelalte
restrictii. ]

Observatia 1.6 Dacd valoarea optimd a problemei (P,) este z, = 0,
atunci toate variabilele artificiale care au mai rdmas in bazd vor avea
valoarea zero.

Pe de altd parte, din problema (P) pot fi eliminate toate restrictitle
care corespund condifiilor din Propozitia 1.10. Astfel, dimensiunea
problemet va fi redusd, iar matricea rezultatd va avea rangul egal cu
numdrul de linii.

Propozitia 1.11 Dacd z, = 0 si existd n+1y € B astfel incdt pentru

un anume k = 1,n, avem yiox # 0, unde (yi;)1<icm =Y = B71- A
1<j<n

§i 19 = loc(n + o), atunci, se poate efectua o schimbare de bazd prin
care vectorul unitar e din B sd fie inlocuit de coloana AF.

Demonstratie. Dcoarece y,,x # 0, din Lema substitutici deducem
cd noua matrice B astfel obtinutd estc nesingulard. Pe de altd parte,
deoarece Z;, = 0, din (1.2.8) (pentru r = i) deducem c& B~!-b =
B~1!.b, adici B este o bazi primal admisibils, aga cum a fost si B. m
Din rezultatele prezentate mai sus rezulti cd, prin rezolvarea pro-
blemei artificiale (P, ), obtinem una din situatiile urm#toare:
1. Problema (P,) are optimul z, > 0. In cazul acesta, problema
initiald (P) nu are solutie.
2. Problema (P,) are optimul 2z, = 0si BN {n+1,..,n+m} = 0,

adicd, toate variabilele artificiale au fost eliminate din bazi. In
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 27

acest caz, baza optimd B a problemei (P,) cste primal admisibila
pentru problema initiald (P).

3. Problema (P,) are optimul z, =0si BN {n+1,...,n+m} # 0,
adici, in baza optimi sunt inc3 prezente variabile artificiale. Aces-
tea pot fi eliminate, conform Propozitiior 1.10 gi 1.11, astfel incat,
noua bazi rezultati si contind doar coloane ale matricei A si ast-
fel, ea este primal admisibild pentru problema (P).

1.2.2. Formule pentru schimbarea bazei si
organizarea calculelor

Fiecare iteratie a algoritmului simplex este caracterizatd de inversa
B~! a unei baze primal admisibile. Cu ajutorul acesteia sunt calculate
toate celelalte elemente necesare pentru efectuarea pasgilor algoritmu-
lui. Aceste elemente sunt urmitoarele:

z=DB"1-b u'=cg B}
Z=cy - T=cp-Bl-b=u’ b
Y =B7! A;

T T
2~ =c¢f-Y~c =u'-A-c'

(1.2.9)

Componentele vectorului u se mai numesc si ” multiplicatori sstmplex”,
deoarece, cu ajutorul lor se poate calcula atat valoarea functiei obiec-
tiv, corespunzitoare solutiei de bazi curente, cit si componentele lui
z — ¢, care, la randul lor, se mai numesc si ” costuri reduse”. Aceastd
denumire din urmi provine din faptul ci unii autori folosesc vectorul
¢ — z in elaborarea algoritmului simplex.

Dac# testul de optimalitate, sau de optim infinit, nu este indeplinit,
atunci, conform teoremei de schimbare a bazei, putem gisi o noud
bazi primal admisibili B cu inversa cireia se calculeazi din nou
elementele de mai sus. Trecerea de la B~! la B~! se poate face cu
ajutorul Lemei substitutiei: cunoscand indicele k pentru coloana A*
care intr¥ in bazi, indicele r = loc(s,) pentru coloana A*" care iese
din bazi si vectorul Y¥ = B~1. A% se formeazi matricea E, (1) si

atunci putem folosi relatia (1.2.4).
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ﬁij) 1<i<m , atunci din
1Zj2m

Daci notdm B~! = (ﬂij)1§i5m si B! = (
13Zm

(1.2.4) obtinem:

ﬁz] =:6ij - M pentru 1= l,m, 27& Ty ] = l’m;

; rk (1.2.10)
/BTJ = pentru j = 1,m.

Yrk

De asemenea, folosind relatia (1.2.4), putem deduce nigte formule
care permit calcularea noilor valori ale elementelor din (1.2.9), cores-
punzitoare lui B, direct din cele vechi, corespunzitoare lui B. Avem:

f=B1.b=E,(n) B b=E.(9)-T=
1 —Yik ; % — Yik v
Yrk Z Yrk
1 ; z,
O _ Ty —_—
Yrk . Yrk
adicd
I;=1I; — yiir pentru i # r;
S ~ (1.2.11)
i, = — unde r = loc (k) pentru k € B.
Yrk

Vectorul multiplicatorilor simplex u, se calculeazi astfel:

.’ck,... .

~T =
u =-=c .B1=(...,cs“..

G

unde loc(s;) =14, 1 <1 < m, i # r, iar pentru k € B, avem loc (k) =
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 29

Componenta ”j” a lui @ capitd expresia:

—Cs. Y C 4
~ j: s Yik k .
U, = ...’C”...’ —'___{___... . : =
7 ( ) Yrk yrk, )

i#ET

lg'r' y’l‘k
= chiﬁi]’ - Z Cs,Yik — Ck 1+ csrﬁ‘rj - csrﬂrj—
i#r i#r Yri Yrk
deci,

Uy =u; — (2¢ — ck) L 1<j<m. (1.2.12)

Pentru matricea Y = B~!- 4, coloana Y7, 1 < j < n, este

( Eyuc
Yij — y—r;yrj

o
I
ot

A =E () B A=E(n) Y = :
Yri

L

prin urmare,

Yik

Uij = Yij — —yr; pentrui=1m, i #r; J

w | (1.2.13)
g"'] ! :

Yrk J

Valoarea functiei obiectiv se poate exprima astfel:

B =Zuj

Folosind relatia (1.2.12) obtiem:

ZZ(UJ (2 — ck) )b—z b—zk—clc iﬁ”bj
= o

https://biblioteca-digitala. ro/ https://unibuc.ro

z=

me—i



30 Capitolul 1: Programare liniard

deci,

PRl P (1.2.14)

Yrk
Pentru orice j, 1 < j < n, coeficientii costurilor reduse se calculeaza

in mod asem&nitor:

S o h o= ARV AT a s T A A =
Zi—¢; = ¢cg- B A —¢i=u A -¢=
m m
— ~ — ﬁri _
= uia,-j—cj— U,i—(Zk—Ck)—' aij—cj—
i=1 i=1 Yrk

(Z — C )
E k k j :
J— ( uia‘ij -— c_’]) P —— /BT‘ia":j
i=1 Yrk i=1

Gi—ci=(z—c)— =K 1<ji<n (1.2.15)

Tabloul simplex standard.

Daci problema de programare liniars nu este prea mare, ca poate fi
rezolvatd si manual cu ajutorul algoritmului simplex. Pentru aceasta,
in raport cu o bazd curentd B, elementele necesare calculelor se pot
aseza intr-un tablou de forma urmitoare:

g | T Y

2 zZ —cC

Intr-o descriere mai detaliatd, tabloul de mai sus se prezinti astfel:

T, | Ti |+ Yij Yik

P Yr; Yrk

z ZJ‘—C]‘ e 2R — Ck
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1.2 Teoremele algoritmului simplex 31

Se constatd cu ugurintd c&, pentru orice j € B, cu loc(j) = i, avem
Y7/ = B~1. A7 = €', unde e' € R™ este vectorul unitar cu 1 in pozitia i.
Astfel, in tabloul simplex, pentru coloanele j corespunzitoare bazei
avem: y; = 0, pentru [ #17, g y;; = 1. In plus, avem:

zi—cj=cg B Al —ci=cp-e—cij=c;—c;=0, VjeB.

Pentru testul de optimalitate, se analizeaz costurile reduse z; — ¢;
din ultima linie a tabloului. Daci acestea sunt toate mai mici sau
egale cu zero, atunci baza curentd B este optimi. Vectorul T este
solutia de bazi optimi si Z este valoarea optimi a problemei.

Daci existd un zx — cx > 0, pentru care y; < 0, Vi = 1, m, atunci
poblema are optim infinit.

Dacd existd zx — ¢, > 0, pentru care avem cel putin un element
yir > 0, atunci alegem indicele 7 conform relatiei (1.2.7). Elementul
vk # 0, se numeste pivot, iar linia, respectiv coloana corespunzitoare
din tabloul simplex, se va numi ”linia pivotulur”, respectiv ” coloana
prvotulul”.

Pivotul g, joacd un rol important la calcularea elementelor unui
tablou simplex nou, care va corespunde bazei primal admisibile B.
Vom nota elementele acestui tablou cu t;;,i = I,m+1si j = 0,7,
unde coloana j = 0 corspunde lui Z gi z. Elementele tabloului simplex
corespunzitor lui B le vom nota cu ¢;;. Analizand formulele de schim-
bare a bazei obtinute mai sus, (1.2.11), (1.2.13), (1.2.14) si (1.2.15),
putem enunta urmitoarele reguli pentru calcularea noilor valori ale
tabloului simplex, folosind pe cele vechi:

1. Linia pivotului se imparte la pivot:

t-,-j = y V] = —6,_71
Yrk
2. Coloana pivotului devine un vector unitar:

Erkzl 51 Eikzou Vz=l,m+1,175'r
3. Restul elementelor din tablou, se calculeazd dupd ”regula drept-
unghiulut” , adica:

i-”_t_'_trjtik Vi=lm+1l i#r
v yrk’ VJZG,—H,]#,C
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Denumirea provine din faptul c#, fiecare element t;; formeazi
cu pivotul y., extremitdtile unei diagonale a unui dreptungi din
tabloul simplex, in timp ce elementele t,; si ¢, se afli pe cealalt
diagonali.

Tabloul simplex revizuit.

Formulele de schimbare a bazei permit organizarea calculelor si in

alt mod. Deoarece se constati cu usurinti ci toate elementele necesare
in aplicarea algoritmului simplex sunt calculate cu ajutorul matricei

B-

! se poate considera urméitorul tablou:

zp | 7 B!

unde ultima coloani se completeazi doar inainte de a efectua o schim-
bare de bazd. O iteratie a algoritmului simplex constd din urm&toarele
operatii:

e Cu ajutorul multiplicatrilor simplex u, se calculeazi costurile

reduse: z; —c; = u' - A’ — ¢;, pentru j € R. Daci toate aceste

valori sunt mai mici sau egale cu zero, atunci baza B este optima.
STOP.

e Daci testul de optimalitate nu este trecut, se alege un zy —cx > 0.

Se calculeazi Y* = B~1. AF. Daci avem Y* < 0, atunci problema
are optim infinit. STOP.

e In caz contrar, se completeazi ultima coloan¥ a tabloului simplex

revizuit cu Y* §i 2z, — cx. Intr-o prezentare mai detaliaty, daci
notim elementele matricei B~! = (ﬂij)1§igm, acesta va ardta
1<53m

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro_



1.3 Adaptarea algoritmului simplex la probleme cu variabile mirginite 33

astfel:
Tg, | Ty |- ﬁ;j e y;k
B o e
7 ... u; v |z — ek

Aplicand relatia (1.2.7), se determin pivotul y,x.

e Din formulele de schimbare a bazei (1.2.10), (1.2.11), (1.2.12) si
(1.2.14), rezultd ci si in acest caz, pentru a calcula noile valori
ale tabloului simplex revizuit, corespunzitor matricei de bazi
B, se poate proceda similar ca la tabloul simplex standard, cu
observatia ci ultima coloand va riméne liberd pentru iteratia
urmadtoare:

(a) Linia pivotului se imparte la y,.
(b) Elementele care nu se afli pe linia pivotului se calculeazi
folosind "regula dreptunghiului”.

Observatia 1.7 Acest procedew de efectuare a claculelor mai este
cunoscut st sub denumirea de "algoritmul simplex revizuit”, fard
a fi de fapt o metodd distinctd de algoritmul simplex primal.

1.3. Adaptarea algoritmului simplex la
probleme cu variabile marginite

In modelarea matematici a problemelor care provin din activitati
economice, apare in mod natural necesitatea de a impune restrictii
de madrginire asupra unor variabile. Spre exemplu, daci variabila z
reprezintd num#rul de paini care urmeazi si fie produs intr-o brutirie,
atunci existd evident un numir minim l;, de péini care trebuie si fie
produs, deoarece altfel procesul de fabricatie nu ar mai fi eficient. Pe
de alt parte, din motive tehnologice, cum ar fi spre exemplu capaci-

tatea cuptoarelor, existd si o limitare maximi /., de paini care se pot
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produce. Prin urmare, restrictii de forma

lmin S z S lma.x (131)

pot apare frecvent iar num#rul acestora este adesea chiar egal cu cel
al variabilelor din problems.

Conditiile de acest fel pot fi incluse foarte usor in sistemul de
restrictii a problemei, si anume, (1.3.1) se poate rescrie intr-un mod
echivalent astfel:

-T+y1=lmax
I_y2=lmin
ylZO> yZZO

Transformarea conditiilor de m#rginire a variabilelor prin utilizarea
acestor operatii elementare conduce insi inevitabil la cresterea dimen-
siunilor sistemului de restrictii, atdt in ceea ce privegte numdirul de
ecuatii, cat si cel al numarului de variabile.

Forma particulard a conditiilor (1.3.1) permite insi evitarea intro-
ducerii lor efective in sistemul de restrictii a problemei, dar acest lucru
impune ca in algoritmul simplex si se facd o analizX speciald cu privire
la testul de optimalitate si la operatiile de schimbare a bazei.

S& considerdm urmitoarea problem&, in care toate variabilele sunt
inferior g1 superior marginite:

inf {c"T -yl A-v=25b i <y<
yler}{ﬂ {C Yy | Yy 0, lmm SyYs lmax} (1 '5 2)

unde A € R™™ b€ R™, ¢ € R” si lnin € R?, [hax € R™. Dacd facem
schimbarea de variabili:

=Y~ lmin
problema (1.3.2) se poate rescrie intr-o forma echivalentd astfel:
T : T _
c -lmin+$1£]{n{c z|A-z=b0<z<f}

unde b = by — A+ lmin $1 8 = lmax — lmin. Prin urmare, fars a restrange
generalitatea, este suficient si considerdm doar probleme de forma:
inf {cT-x|A-x=b,0§x§ﬁ} (1.3.3)

z€R™
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unde A € R™" b€ R™ ¢c e R*, f € R* si rang(A) = m < n.
Multimea solutiilor admisibile pentru problema (1.3.3) o vom nota
astfel:

P={zeR"|A-z=b, 0<z<f}.
S4 considerdm din nou o partitie a coloanelor matricei A de forma

A= (B : R) , unde B € R™*™ este o matrice de bazd formatd din

coloane ale matricei A, iar R € R™*(»~™) este constituiti din restul

coloanelor matricei A. In raport cu aceastd partitionare, folosind no-

tatiile introduse la pagina 5, componentele variabilei z si cele ale vec-
CB

torului c se grupeazi astfel: = = B ) ,C= ) :
IR Cr

Reludnd calculele de la pagina 17, valoarea functiei obiectiv se

exprimi ast{el:
- (z-¢)g,
JER
unde z =c' - B !.biarz; =c' - B! Al

]

c =

Definitia 1.3 Pentru problema (1.3.3), un vector z € R™ este o
solutie de bazd extinsd in raport cu B, dacd zp = B~t'.b >0,

gt oricare ar fi j € R avem z; = 0 sau z; = ;.

Observatia 1.8 Pot exista mai multe solutit de bazd extinse care sd
fie asociate la aceeasi matrice de bazd B.

Dacd z € R™ este o solutie de bazi extinsi in raport cu B, vom
nota:

RY = {jeR|z;=0}
R_ = {]ER|I9=ﬁJ}

Teorema 1.12 (de optimalitate) Fiez € R™ o solutie de bazd ez-
tinsd in raport cu B. Dacd pentru orice j € RY avem z; —¢; <0 §1
pentru orice j € R~ avem z; — ¢; > 0, atunci = este o solulie optimd
a problemei (1.3.3).
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36 Capitolul 1: Programare liniars

Demonstratie. Fie y € P o solutie admisibils pentru (1.3.3). Avem:

cTy = ¢'B - Z (Zj — Cj) Y — Z (Zj - cj)yj 2

jERT JER-
> c¢'B7h— Z (zj —¢;) B; = ¢z
jER-

[ ]

in continuare vom analiza modul in care se poate schimba o solutie
de baz# extinsi care nu indeplineste conditia de optimalitate. In ra-
port cu baza B, solutia generald a sistemului A - z = b se scrie astfel:

13=Z—-B ' R-zp

unde Z = B~! . b, sau, pe componente:

Ty, =T; — Zyijxj pentru ¢ = loc(s;) sl s; € B,
jER
unde matricea Y = (yn)1<z<m =B"l.A.
125<

n
Fie z € P o solutie de baza extinsd in raport cu B. Prin urmare,

componentele secundare z;, 7 € R, au una din cele doud valori ex-
treme impuse variabilei, adicd z; = 0 sau z; = ;. Daci testul de
optimalitate nu este satisficut, atunci prin modificarea valorii unei
anumite variabile secundare z; putem obtine o noud solutie pentru
care valoarea functiei obiectiv si fie mai mic¥ sau cel mult egald cu
vechea valoare. Evident, modificarea volorii lui z; se poate face in
sens crescdtor, de la 0 pan4 la cel mult §;, dacd j € R*, sau in sens
descrescédtor, de la §; pand la cel mai putin 0, dac¥ j € R™. Pentru a
putea considera mereu z; = 0, indiferent de sensul de variatic pe care
il poate avea variabila secundar, vom rescrie expresia solutiei de bazi
extinse z € P, in raport cu B, in felul urmator:

=Ty Z Yi; Ty — Z yq J , 8 €B,1=loc(s;)
JERT JER—
(1.3.4)
adici,

=T — Z YisT; + Z Yz, Si€B,i=loc(s;)) (1.3.5)

JERT JER~
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1.3 Adaptarea algoritmului simplex la probleme cu variabile marginite 37

unde am notat:
T, =1, — E YiiB;
jER-
De asemenea, expresia functiei obiectiv devine:

JERY JER” (1.3.6)
=i=Y (m-c)z+ Y (z-c)z;
JERT JER~

unde am notat:

Z=2z- Z (zj—cj)ﬂj-
JER-
Vom analiza urmitoarele doud cazuri posibile de inc3lcare a condi-
tillor de optimalitate.

Cazul 1: existd k € R* pentru care z; — ¢, > 0.

In aceasti situatic avem ¢' -z = 7—(2z; — cx) T, iar valoarea functiei
obiectiv se va micgora cu atit mal mult, cu cit =, primeste o valoare
mai mare. Dar evident, x4 nu poate depisi limita sa superioard, adici
trebuie si tinem seama de conditia:

2 < B (13.7)
Pe de alt¥ parte. din (1.3.5) avem:
To, = Ti — YTk, $:i € B, i=loc(s;) (1.3.8)

st deci, valoarea maxim¥ pe care o poate lua zj trebuie si satisfaci si
conditiile de mérginire a variabilelor din bazi, adici:

0<% —yuze < B;,, Yi=1m
De aici rezulti:
z;
zy < — dacd yi >0,
Yik
=TI
?S‘— dacd yi <O,

[
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38 Capitolul 1: Programare liniars

prin urmare,

zr < p, 2 1254m { ™ Yik > 0} (1.3.9)
+00 dacd nu existd y;, > 0

. [Z:— B, 0
pnot | T v | T (1.3.10)

+00 daci nu existd y; < 0
Rezumand relatiile (1.3.7), (1.3.9) si (1.3.10), valoarea maximi pe
care o poate lua i este:

zr = min {8y, Pk, oy (1.3.11)

Schimbarea bazei se va efectua diferentiat, in functie de minimul

obtinut in (1.3.11).
e Daci z, = [, atunci baza B va rdméne aceeasi, iar R, =
R- U {k} si RE, = R*\ {k}. Valorile solutiei si a functiei

obiectiv se vor modifica astfel:

- . k
Tnou = :L'—Yﬁka

Znow = Z— (zk—ck) O

Z; z
e Daci z = p, = min {—1 ’ Yik > 0} = — atunci din (1.3.8)
1<ism | Yik | Yrk

rezultd cd variabila =, devine zero si va pardsi baza in favoarea

lui z. Prin urmare, By, = B\ {s,}U{k} siR} , =R*\ {k}U

{s-} si toate valorile se recalculeazi cu formulele obignuite de
schimbare a bazei din algoritmul simplex, avand pivotul yr.

Ti — - .

e Dacd zx = p, = min { g Yike < O} = —° atunci

1<igm Yik Yrk
din (1.3.8) rezultd ci variabila z, 1isi atinge marginea supe-

rioard B, si va pdrdsi baza in favoarea lui zx. Prin urmare,
Bhow = B\ {s-}U{k}iar R, ,, =R U{s,}siR}:,, =R\ {k}.
Recalcularea valorilor solutiei si a functiei obiectiv se face in baza
Lemei substitutiei. La aplicarea formulelor de schimbare a bazei
va trebui insd ca mai intai si inlocuim valoarea Z, din tabloul
simplex cu Z, — B, si apoi s¥ efectudm calculele.

S Ty
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1.3 Adaptarea algoritmului simplex la probleme cu variabile marginite 39

Cazul 2: existd k € R~ pentru care 2z, — ¢, < 0.

Deoarece In acest caz avem c' -z = 4+ (2x — cx) Tk, valoarea functiei
obiectiv va descreste daci =z devine mai mare ca zero.
Merit4 s subliniem faptul c#, de asti dati, variatia in sens crescitor a
lui zj, reprezintd de fapt descregterea valorii variabilei £ de la marginea
el superioard (3, spre zero, din cauza notatiei (ﬁj — zj) introdusi in
(1.3.4).

Evident, trebuie si avem 3, — zx > 0, de unde rezultd din nou
conditia (1.3.7).

In cazul de fat, din (1.3.5) deducem:

Ts, = T; + YTk, S8 € B, 1= loc(s;) (1.3.12)

gi tindnd seama de conditiile de mirginire a variabilelor din bazi,
obtinem:

0<Z+yuwze <B,,, Vi=1m,
de unde rezulti:

e < 7y e 121<I}n{ ek Yik < 0} (1.3.13)
+0o dacd nu existd yqx

. $; -
T < fy'k' not 11511151311{ Yik Yik > 0} (1.3.14)
+o00 dacd nu existd y;x > 0
Rezumand relatiile (1.3.7), (1.3.13) si (1.3.14), valoarea maximé pe
care o poate lua z, este:

T, = min { Bk, Ve, Vi } (1.3.15)
Schimbarea bazei se va efectua diferentiat si de asti dati, in functie
de minimul obtinut in (1.3.15).
e Dac¥ z, = [, atunci baza B va riméane aceeasi, iar R, =
R\ {k} st R}, = R* U {k}. Valorile solutiei §i a functiei
obiectiv se vor modifica astfel:

jnou = I+ Ykﬁk;;
= Z+ (2 — ck) B
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e Dacd zx = v, = min { —% Yie < 0} = _IT, atunci din

1<ism Yik Yrk
(1.3.12) rezult¥ ci variabila z;, devine zero si va pirdsi baza in
favoarea lui zy. Prin urmare, By, = B\ {s,} U {k} iar R, =
R\ {k} si R}, = R* U{s,}. Recalcularea valorilor solutiei si
a functiei obiectiv se face in baza Lemei substitutiei. La apli-
carea formulelor de schimbare a bazei, va trebui ca in tabloul
simplex s# inlocuim pe Z, cu (—Z,) inainte de a efectua calculele
in raport cu pivotul y,.

. i‘i Zr .
e Daci z, = v} = min { 2 Yik > 0} = ﬂ—s'——, atunci
l<ism Yik Yrk

din (1.3.12) rezulti ci variabila z, i atinge marginea superioard
B, si va pirdsi baza in favoarea lui zx. Prin urmare, Bpo, =
B\ {s;,}u{k}siR,,,. =R U{s} \ {k}. Recalcularea valorilor
solutiei si a functiei obiectiv se face in baza Lemei substitutiei.
Aplicarea formulelor de schimbare a bazei in tabloul simplex va

fi precedatd insi de inlocuirea valoarii Z, cu 4, — Z,.

Se observd cu ugurintd cd cele dousl cazuri de schimbare a bazei
analizate mai sus prezint¥ similitudini foarte mari si prin urmare, se
pot trata intr-un mod unitar. Pentru accasta, vom asocia fiecirei
variabile z; un coeficient o; definit astfel:

0 dacdi (€ B
o = 1 daci ieR*
—1 dacid ieR™

Teorema de optimalitate se poate reformula astfel:

Teorema 1.13 (de optimalitate) Conditia suficientd ca solufia de
bazd extinsd x € R™, in raport cu B, sd fie optimd pentru problema
(1.3.8) este ca, pentru orice j € R sd avem 0;(z; — ¢;) < 0.

De asemenea, conditiile (1.3.9) si (1.3.13). respectiv (1.3.10) si
(1.3.14) se pot scrie unificat astfel:

t min orYix > 0
Tk < pf = 1<i<m { OkYik ok }

400 dacd nu existd oy > 0
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1.3 Adaptarea algoritmului simplex la probleme cu variabile marginite 41

min {M oxYir < 0}
lsism | OkYik

+oc dacd nu existd oy, <0
si atunci, valoarea maximi pe care o poate lua z; este datd de (1.3.11)
pentru ambele cazuri. In mod asem#nitor se pot prezenta si calculele
pentru schimbarea bazei, dar 14s¥m acest lucru in seama cititorului.

Exemplul 1.1 54 considerdm urmdtoarea problemd:

min {3z, + 73 + z3 — 4z4 + 1225}

in raport cu restrictiile

{m

gt conditiile de mdrginire

+ 23— x4+ 225 =195
Io— T3+ Ty + 1‘5=9

OSIl§81 OS.’I;QSQ, OSxBSQa 0§I4361 OS$5£3

Se poate observa cu usuringid ci o solutie de bazd extinsd cores-

punzitoare lui B = (A'A?) = é (1) este: 3 = 5, 2o = 9 ¢l
z3 = 14 = 5 = 0. Tabloul simplex asociat acestei baze este:

z;|5¢1 0 1 -1 2
I 9 01 -1 1 1
2410 0 2 =5
c 0 0 1 1 1

Testul de optimalitate nu este satisficut: avem, spre exemplu,

04 (24 — ¢4) =2 > 0. Prin urmare, z4 va primi valoarea:

. . 9 5-8
T4 = min {/64ap£17p:11} = min {6’ Ia —1} =3= pill
In aceasti situatie, dupi ce Z; se va inlocui cu Z; — 8, = —3, trans-
formarea tabloului simplex se va face cu pivotul y; 4 = —1. Astfel,

tabloul

n-6,[-3]1 0 1 [-1] 2
T 9101 -1 1 1
2410 0 1 2 -5
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devine
4| 3 {-1 0 -1 1 -2
Ty | 6 1 1 0 0 3
82 0 3 0 -1

c -1 0 1 0 1
Deoarece z; este acum o variabild secundari, avand valoarea egal¥ cu
marginea ei superioard, avem z, = 8, iar coeficientul o, = —1.
Baza curentd este B = (A*A?) si in raport cu ea, solutia de bazi
extinsy este: z = (8,6,0,3,0).
Aceasti solutie nu este optimi deoarece avem: o3 (23 — c3) = 3 > 0.
Prin urmare, variabila secundara z3 va primi valoarea

3-6
z3 = min {83, p3, p3} = min{2,+oo, _—1} =2=[,

In acest caz, baza rimane neschimbati, iar valorile solutiei si a functiei
obiectiv se modificd astfel:

e (5)-(1)-rn=(3)-(3)2- (1)

5=18—03(z3—c3) 3 =18 —3-2=12.

Deoarece z3 si-a atins marginea superioard, o3 = —1, iar tabloul sim-
plex devine:
4] | -1 0 1 1 =2
|61 1 0 0 3
1212 0 3 0 -1

c -1 0 -1 0 1
De astd datd testul de optimalitate este satisficut (o, (z; — ¢;) <0,
Vj € R) iar solutia de bazi extinsi z = (8,6, 2, 5,0) este optimi.

1.4. Dualitate in programarea liniara

De foarte multe ori, abordarea unei probleme reale poate fi ficuts in
mai multe moduri, fiecare dintre acestea avind drept scop rezolvarea ei
cat mai eficient cu putintd. La o analizi mai atents se constati ci, desi
sunt structural diferite, aceste abord#ri contin legituri profunde intre

ele. Daci indeplinesc anumite conditii, aceste probleme se numesc
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1.4 Dualitate in programarea liniars 43

duale una alteia. In optimizarea liniars, problemele duale se bucur#
de proprietiti foarte bune in ceea ce privesgte caracterizarea solutiilor
si a valorii optime.

Pentru exemplificare, vom enunta dou# probleme care sunt legate
de acelasi gen de activitate, cunoscute sub denumirea de probleme de
transport.

Descrierea activitdtii. Existd doud depozite, D; si Do, in care
sunt depozitate 13, respectiv 17 tone de marfi ce trebuie transportata
la trei beneficiari: By, B si Bs. Fiecare beneficiar soliciti si primeascd
cel putin 12, 8 si respectiv 10 tone de marfd. Costul unitar de transport
de la fiecare depozit la fiecare beneficiar este dat in tabelul urmaétor:

B, B, Bj
D5 |2 |3
Dy|3 |4 |2

Problema 1. S¥ se distribuie marfa din depozite la beneficiari, in
asa fel Incat, costul total de transport si fie minim.

Dacd notdm cu z,;, i = 1,2, 7 = 1,2, 3, cantitatea ce sc transporta
de la depozitul D; la beneficiarul B;, problema se poate modela ca
problemd de programare liniara astfel:

min {51‘11 + 2219 + 3213 + 3z + 4799 + 2:1223}
~Z;1 — T2 — 213> —13
—ZIg) — Tz — T3 > —17
I + I91 Z 12
Tiz + T2 > 8
Ty3+ Ta3 > 10
z;>0,1=1,2 j=1,2,3.

Evident, primele doud restrictii (care au fost inmultite cu —1)
exprim4 faptul ¢ marfa ce pleacs din depozite nu poate depdsi can-
titatea existentd, iar urmitoarele trei, ca cerinta beneficiarilor si fie
satisficut4.

Problema 2. Un intreprinzitor cump#rd marfa din depozitul D;
cu pretul unitar u;, i = 1,2, gi apoi, o revinde beneficiarului B; la
pretul unitar v;, j = 1,2, 3. Conditia prin care este l4sat si fac¥ aceastd

afacere este ca diferenta dintre pretul de vAnzare si cel de cump&rare
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si nu depdseasci, in nici unul din cazuri, costul unitar de transport
de la depozitul D; la beneficiarul B;. Evident, intreprinzitorul va fi
interesat si stabileasci preturile u; si v; in aga fel incat si obtinA
un profit maxim. In cazul acesta, problema de programare liniars se
poate formula astfel:

max {—13u; — 17uy + 12v; + 8vp + 10v3}

’Ul—U1§5
7.)2—’LL1§2
U3—’U,1§3
’Ul—’U,2§3
’U2—’U2§4
vy — Uy <2

w>0i=12 v;>0, j=1,23.

Problemcle enuntate mai sus modecleazi de fapt aceeasi activitate,
dar abordeazi modul de rezolvare din dou# puncte de vedere diferite.
Daci pentru cazul prezentat aici, se aplicd rezultatele pe carc le vom
studia in continuare, se constatd cd aceste probleme sunt duale una
alteia si c& solutiile lor se afli intr-o anumiti interdependenti.

1.4.1. Reguli de asociere a problemelor duale

S& considerim urméitoarea pereche de probleme de programarc
liniard in forma generali:

inf {¢] - 21+ ¢] - za+ ] - 73} )
in raport cu

AT+ Ap -z + Az o232 b

Aol 1+ Ap 2o+ Az -3 = by ¢ (Pg)

Az -z + Asp - Ty + Az - 73 < b3

z,20 z3<0 J

unde datele problemei sunt matricele 4;; € R™*" si vectorii b; € R™,
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¢; €ER™,1<:<3,1< 5 <3, si problema:

sup{bI-u1+b2T-u2+b;-u3}

in raport cu
T T

U120

‘up + Agy cuz < ¢
-’U,2+Ag-2-U3=Cz
'U2+A3|3‘U3ZC3

’U,3SO

7

45

Definitia 1.4 Perechea de probleme (P,) si (D,) se numesc probleme

duale una alteia.

Din cauza simetriei in care apar problemele (P,) si (D), la prima
vedere am fi tentati si credem ci este vorba de dous probleme obis-
nuite de programare liniar3, construite cu aceleasi date, dar puse in
altd ordine. Felul in care sunt asociate aceste probleme, confirm&
in parte aceastd observatie, dar legitura dintre cle este cu mult mai
profundd. Vom descrie in continuare modul in care sunt asociate pro-

blemele duale.

Reguli de asociere.

e Unci probleme de minimizare ii corespunde o problemd de

maximizare, §i reciproc.

e Coeficientii din functia obiectiv a unei probleme devin coeficientii

termenului liber in cealalti problem4, si reciproc.

o Matricea restrictiilor dintr-o problemi este matricea transpusa
din cealalt3 problema4, si reciproc.
e Fiecdrei restrictii dintr-o problem ii corespunde o variabild in
cealaltd problemd, si reciproc. Relatia de asociere este urma-

toarea:

- unei restrictii concordante 1i corespunde o variabild
nenegativi (> 0), si reciproc;
— unei restritii de tip egalitate ii corespunde o variabild oare-
care (fard conditii de semn), si reciproc;
unei restrictii neconcordante ii corespunde o variabild

nepozitiva (< 0), si reciproc.
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De regul, problema initial¥ de la care se porneste, se considera a fi
problema primald, iar cea care i se asociazi, este problema duala.
Se constatd cu ugurintid cd aceste reguli de asociere au proprietatea ca
duala problemei duale este problema primali.

Daci problema primald este intr-una din formele particulare defi-
nite la pagina 11, atunci problema duali va fi urmitoarea:

{ primala in form4 standard: inf{c'-z|A-z =5, z >0}

problema duali: sup {bT u| AT u < c}
primala in form4 canonic: inf{c"-z|A-z>b, >0}
problema duali: sup{b"-u| AT -u<c u>0}
( [ inf {c" -2}
primala in form& mixta: J In raprt cu:
A1 T 2 b1
, >0
. A2 X = bg -
(sup {b) - uy +b] - up}
o in raprt cu:
problema duali: AT uy + AT up < o,
\ ( ur 20

In cazul problemelor canonice, asocierea prin dualitate pistreazi
ambele problemele in aceeasi form#, adicé, restrictiile r&méan concor-
dante si variabilele nenegative. Din cauza acestei simetrii, studiul pro-
prietdtilor de dualitate le vom face pe acest tip de probleme. Deoarece
formele problemelor de programare liniara sunt echivalente, toate rezul-
tatele de dualitate se vor putea aplica farad dificultate in orice situatie.

1.4.2. Teoreme de dualitate

Consideram urm#toarea pereche de probleme duale:
inf {¢" -z |z € P} (P)
sup{b' -u|u € D} (D)
unde, pentru A € R™*" b € R™ si ¢ € R", domeniile de admisibilitate

pentru fiecare problem& sunt definite astfel:

P = {zeR*"|A-z>b, z>0}
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D = {uGRmIAT-USC,UZO}

Propozitia 1.14 Dacd domeniile de admisibilitate a problemelor (P)
i (D) sunt nevide, P # 0 s D # 0, atunci, pentru orice z € P g1
orice u € D are loc relatia: ¢’ -z >b" - u.

Demonstratie. Pentru orice z € P si orice u € D, avem:

z—b>
A i>b0—0} u cA-z>u’ b,
>
AT-::J,_—2<O = 1z -AT.u<z'-c
De aici rezultf evident: ¢' -z >u' - A-z > u' -b. n

Observatia 1.9 [In conditiile Propozitiei 1.14, pentru orice x € P,
valoareu ¢ - = este o margine superioard a tuturor valorilor functies
obiectiv a problemei (D) gi prin urmare, aceasta are un optim finit.
Totodatd, deoarece pentru orice u € D valoarea b’ - u este o margine
inferioard a problemei (P), aceasta are de asemenea un optim finit.

Propozitia 1.15 Dacd P #0, D #0 si etistd T € P, u € D astfel
tncdt ¢ -Z =b' -4, atunct, T este o solutie optimd a problemei (P) gi
@ este o solufte optimd a problemei (D).

Demonstratie. S presupunem, spre exemplu, cd Z nu este o solutie
optim a problemei (P). Atunci, existd zo € P, astfel incat ¢” - 7y <
¢'-Z. Dar, tinand seama de conditia din enunt, obtinem ¢" -z < b7 -4,
ceea ce contrazice Propozitia 1.14. Prin urmare, Z este solutie optimi
a problemei (P). Analog se demonstreaz& proprietatea si pentru 4. m

Teorema 1.16 (Teorema fundamentals a dualitdtii) Fiind data
perechea de probleme duale (P) §i (D), doar una din urmdtoarele
situalii se poate realiza:
1. P #0si D +#0. In cazul acesta, existi £ € P si & € D solutii
optime pentru (P), respectiv (D), astfel incit ¢ -z =b" - i.
22P=0s5iD=0.
3P#£0siD=0sauP =0si D #0. In cazul acesta, problema
care are solutii admisibile, are optimul infinit.
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Demonstratie. Si considerim urméitoarea matrice pitraticd de
ordinul n + m + 1:

0, —-AT ¢
S = A Om —b )
" b0
unde 0, si 0,, sunt matrice pitratice nule de ordinul n, respectiv m.
Avem evident S = —S7 si deci, putem aplica Teorema 1.2: exist
ze R™tl 2z >0, astfel incat S-2 > 0si S-z+ 2z > 0. Daci grupdm
T
componentele lui Zgilenotim Zz= | @ |, undeZ € R*, uz € R™ si
T
r € R, atunci avem:
z>0, a>0, r>0, (1.4.1)
—AT G4 > 0, (1.4.2)
A-z-br > 0, (1.4.3)
—¢"-Z+b" - > 0, (1.4.4)
T—A"-a+er > 0, (1.4.5)
A-z+a—-br > 0, (1.4.6)
—c - Z+b"a+r > 0. (1.4.7)

Deoarece > 0, putem considera dou# cazuri: r > 0 si r = 0.
In cazul r > 0, puntem defini:

1 1
i=-% §i 4=-u (1.4.8)
T T
Din (1.4.1) rezult¥ ¥ > 0 i 4 > 0. Impartind relatiile (1.4.2) si (1.4.3)
prin r, obtinem:
A2>b si AT-a<ec
si astfel, £ € P si u € D. Din Propozitia 1.14, avem:
¢ -E>b" -4
si dacd impartim relatia (1.4.4) prin r, obtinem

T = T -~
¢ -z<b -u.
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Din ultimele dou# relatii rezults: ¢"-Z = b - 4. Conditiile Propozitiei
1.15 fiind indeplinite, rezults c& Z este solutie optim4 a problemei (P)
si 4 este solutie optim a problemei (D). Prin urmare, in cazul acesta
este realizaty situatia de la punctul 1.

in cazul 7 = 0, vom arita mai intai ci nu putem avea P # 0 si
D # (). Presupunem prin absurd ci existd zo € P si uy € D. Tindnd
seama de (1.4.1), avem:

A'.’IZO—bZO
u>0

deoarece, din (1.4.2) avem AT -4 < 0. Pe de altd parte,

Tob<a'-A-z4<0, (1.4.9)

21
IN

z>0 _ _
A"-.uo——c<0} = 2'e22 AT up >0,

deoarece, din (1.4.3) avem A -Z > 0. Din relatiile de mai sus obtinem:
ite>0>a' b,

care este in contradictie cu (1.4.7).

Prin urmare, nu putem avea decét, fie P = 0 si D = 0, caz in care
este realizatd situatia de la punctul 2., fie doar una dintre multimile
P sau D este nevid4, caz in care este realizatd situatia de la punctul
3. Pentru cazul din urm4, vom arita c& problema care admite solutii
are optim infinit. Dacd presupunem, spre exemplu, ci existd zq € P,
atunci vom considera vectorul

z () = 2o + AZ,
definit pentru parametrul real A > 0. Avem evident z (A) > 0 si
Az(AN)=A- 204+ XA > A 29 >b.

Deci. pentru orice A > 0, avem z (A) € P.
Daci tinem seama de relatia (1.4.7) si de faptul ci in acest caz are
loc si (1.4.9), obtinem:

¢l Z2<b a<a A -2y<0.
Prin urmare, avem:

,\lim ¢l z(\)= /\lim (cT -mo—+—)\cT-j) = —00,
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adicd, problema (P) are optim infinit. In mod analog se poate arita
cii, daci existd up € D, atunci problema (D) are optim infinit. ]

Teorema 1.17 (Teorema tare a ecarturilor complementare)
Dacd P # 0 i D # 0, atunci, pentru perechea de probleme (P) si (D),
ezistd solutiile optime T, respectiv 4, astfel incdt:

(A-z-b)+a > 0,
(c—AT-@)+z > 0.

Demonstratie. In conditiile date, ne situ¥m in cazul 1. al Teo-
remel fundamentale a dualititii. Din demonstratia acesteia, rezultd
ci putem construi solutiile optime Z si %, date de (1.4.8). Impéartind
relatiile (1.4.5) si (1.4.6) prin r > 0, obtinem conditiile din enunt. =

Teorema 1.18 (Teorema slabi a ecarturilor complementare)

Fiex € P siu € D. Vectorul x este o solute optimd pentru (P) si
u este o sulutie optimd pentru (D), dacd §i numai dacd, sunt satisfd-
cute relatiile:

u' - (A-z—b) = 0,
g (c—ATu) = 0.

Demonstratie. Pentru a arita ca are loc implicatia directd, pre-
supunem z si u solutii optime pentru (P), respectiv (D). Din Teorema
fundamentals a dualitatii rezultd: ¢’ -z — b7 - u = 0. Dacd in mem-
brul stang adfugim si scidem u” - A -z, (=27 - AT - u) . §i regrupsim
termenii. obtinem:

uT-(A~;r—b)+:z:T-(c—AT-u):0.

Deoarece z si u sunt solutii admisibile pentru problemele respective,
ambii termeni din suma de mai sus sunt nenegativi si deci, fiecare
termen trebuie si fie egal cu zero.

Pentru a ardta implicatia reciprocd, adundm membru cu membru
relatiile din enunt. Obtinem ¢ -z = b" - u. Deoarece z € P si u € D,
conditiile Propozitiel 1.15 sunt indeplinite si rezultd ci = sl u sunt

solutii optime pentru (P), respectiv (D). [
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Teoremele ecarturilor complementare pun in cvidentd legitura
dintre o pereche de solutii optime gi modul in care sunt satisficutc
restrictiile cuplului de probleme duale (P) si (D). Astfel, din Teorema
tare a ecarturilor complementare rezultd cd, dacd la optim o restrictie
este activd (adici este satisficutd prin egalitate), atunci componenta
corespunzitoare a solutiel duale este pozitivd. De asemenea, dacid o
componentd a solutiel optime este zero, atunci restrictia corespunzi-
toare prin dualitate este pasivd (sau neactiva, adics, ea este satisficuta
printr-o inegalitate stricti).

Reciproc, din Teorema slabd a ecarturilor complementare rezultd
cd la optim, unei componente pozitive a solutiei ii corespunde prin
dualitate o restrictie activi, iar unei restrictii pasive, o componenti
nuld a solutiei asociate prin dualitate.

1.5. Algoritmul simplex dual

S4 considerdm problema de programare liniard in forma standard
si duala ei:

inf {¢"-z|A-z=0b z>0]} (P)
sup {67 -u| A" -u<c} (D)

si presupunem ci dispunem de o bazi optimd B a lui (P). In conformi-
tate cu Teorema de optimalitate a algoritmului simplex sunt indepli-
nite relatiile:

£=B"'-b>0 (primal-admisibilitatea lui B)
cg-B1-A<LcT (conditia de optimalitate)

Din conditia de optimalitate, daci notdm vectorul
4’ =cg- B,

rezultd cd @ este o solutie admisibild a problemei duale (D). Pe de
altd parte, valoarea optimi a problemei (P), corespunzitoare solutiei
de bazi, este dati de:

= = T - =T
Z=cp - I=cg-Bl-b=a""b
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In baza Propozitiei 1.15, deducem ci % este o solutie optim# a proble-
mei (D).

Prin urmare, cu ajutorul unei baze optime B, putem descrie solutiile
de bazi optime pentru ambele probleme (P) si (D).

Pentru o matrice de baz& B, care partitioneazi coloancle lui

A = (B:R), definim urm&toarea notiune:

Definitia 1.5 Matricea de bazd B se numegte dual admisibild,
dacd are loc relatia:

cg BT A<

Cu ajutorul acestei notiuni, teorema de optimalitate a algoritmului
simplex poate fi enuntatd intr-o nous formi.

Teorema 1.19 (de optimalitate) Dacd baza B este primal gi dual
admisibild, atunct ea este optimd pentru problemele (P) si (D).

In raport cu notiunile de primal si dual admisibilitate a unei baze
B, putem observa ca in algoritmul simplex, descris la pagina 23. se ex-
ploreazd un sir de baze primal admisibile pan4 cind se obtinc una, care
este si dual admisibild, sau se pune in evidentd cd problema are op-
tim infinit. Din aceastd cauzi, procedeul acesta se numeste algoritmul
simplex " primal”.

In cele ce urmeaz#, vom expune un procedeu care va explora un
sir de baze dual admisibile pan& cand, fie sc obtine una care cste gi
primal admisibild (deci optim4), fie se pune in evidentd ci problema
duald are optim infinit §i atunci, in baza Teoremel fundamentalc a
dualit#tii, problema (P) nu are solutii. Algoritmul care se obtine prin
acest procedeu se numeste algoritmul simplex dual.

In continuare, vom folosi aceleasi notatii pe care le-am utilizat cu
prilejul expunerii algoritmului simplex, descris la pagina 23.

Teorema 1.20 (a domeniului vid) Fie B o bazd dual admisibild.
Dacd existd o componentd T; < 0, pentru care y;; > 0,V 7 = 1,n,

atunci problema (P) nu are solutii.
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Demonstratie. Fie vectorul @' = cj - B~! gi notdm cu B;! linia 7¢”
a matricei B~!. Definim vectorul:
u' () =a' —AB L.
unde A > 0 este un parametru real. Pentru orice j = 1,n, avem:
u' (N\)-A = @' A - AB'- A=
= zj—)\yij ZZJ' ch
deoarece B este dual admisibild. De aici rezulti ci pentru orice A > 0,
vectorul u (A) este o solutie admisibild pentru (D).
Valoarea functiei obiectiv corespunzitoare este:
u' (\) b=a'-b—AB' b=z )i,
st deoarece Z; < 0, rezultd Alim u' (\)-b = oco. Prin urmare, problema

(D) are optim infinit si in baza Teoremei fundamentale a dualititii,
problema (P) nu are solutii. [ ]

Teorema 1.21 (de schimbare a bazei) Fie B o bazd dual admi-
s1bild 1 componenta T, < 0, pentru care eristd j € R, astfel cay,; < 0.
Daca alegem indicele k € R, astfel incdt :

Zl — Ck , Zj — €4
= min
Yrk JER Yrj

atunci, matricea B, obtinutd din B prin inlocuirea coloanei A* cu A¥
(unde indicele s, € B, cu loc(s;) = r), este o matrice de bazd dual
admisibild, pentru care avem: Z=cf-B™'-b>cp-B' b=z

Yrs < 0} (1.5.1)

Demonstratie. Din relatia (1.5.1) avem evident y,x < 0. Din Lema
substitutici rezults ci B este o matrice nesingulard. Pentru a vedea
cd ea este o matrice de bazi dual admisibild, trcbuie si verificim ci
pentru orice j, 1 < j < n, avem z; — ¢; = cg Bl A —¢; <0
Aplicand formula (1.2.15), avem:

(zk — ck) Yrj
Zi—c=(z—¢) - ——2

Yrk
Deoarcce B este dual admisibili, pentru orice j = 1,n, avem

z; — ¢; < 0. Prin urmare, dacX y,; > 0, din relatia de mai sus rezultd
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evident z; — ¢; < 0. Dacd y,; < 0, tinand seama de (1.5.1), putem

scrie:
. Zi —C;  Zp — Ck
Zj—Cj=y,-j<J 2 _ SO
y'rj Yrk

In concluzie, B este bazi dual admisibili.
Ultima afirmatie a teoremei rezultd din formula (1.2.14):
5—3_ (ﬁc___ck_)jr > 7.
Yrk
[

Observagia 1.10 Prin schimbarea de bazd, avem: B = B\ {s,} U{k}
gi loc (k) =r.

Algoritmul simplex dual.

Pasul 0. Se determind (dacad exist¥) o bazd dual admisibild B si
se calculcazi B~.

Pasul 1. Se calculeazi: Z = B™1-b, 2 =¢; -Z,Y = B~!. 4,
2T —c =c-Y —c.

Pasul 2. (testul de optimalitate) Daci T > 0, atunci # cste
valoarea optimd, iar zg = Z sl zg = 0 este solutia de bazi
optimi a problemei (P). STOP.

Pasul 3. (testul de domeniu vid) Daci existd Z; < 0 astfel incat
y;; > 0 pentru orice j = 1,n, atunci problema (P) nu are solutii.
STOP.

Pasul 4. (schimbarea bazei) Se alege Z, < 0 si din ralatia (1.5.1)
se determind k € R. Se formeazs matricea B, care se obtine din
B prin inlocuirea coloanei A*" cu A* (unde indicele s, € B, iar
loc(s;) = ), se calculeazi B~! cu formula (1.2.4), si cu aceasts
invers3 a noii matrice de bazi se revine la Pasul 1.

Existd metode pentru determinarea bazelor dual admisibile (vezi,
spre exemplu, {37, p. 44]), pe care insi nu le mai prezentim aici.
Un argument in sprijinul acestei decizii ar fi c&, in practics, de cele

mal multe ori, bazele dual admisibile se obtin in mod natural din cele
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1.5 Algoritmul simplex dual 99

optime, dupi ce acestea isi pierd primal admisibilitatea in urma unor
schimbdri ce intervin fie in datele problemei, fie in structura lor.

Se observd cu ugurintid ci algoritmul simplex dual lucreazi cu
aceleasi elemente ca si cel primal. Din aceastd cauzid, organizarca
calculelor pentru aplicarea lui la rezolvarea manuald a problemelor de
programare liniard, se poate face folosind tabloul simplex standard
sau cel revizuit.
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Capitolul 2

Metode de descompunere

2.1. Introducere

Rezolvarca problemelor de programare liniard de dimensiuni mari
prezintd numeroase dificultdti din cauza prelucrarii anevoioase a date-
lor, pe de o parte, iar pe de altd parte, din cauza acumuldrii erorilor
de rotunjire ce se fac inevitabil pe parcursul iteratiilor algoritmului
simplex. Din fericire ins, majoritatea problemelor de acest fel au o
structurd speciali a restrictiilor, matricea coeficientilor avand o form
“bloc-unghiulard™, ce se poate reprezenta astfel:

A Ay Ak
D,
D,

Dy

unde A; € R™o*% gi D; € R™>*™ 1 <1 < k.

Daca ar lipsi cele mg "restrictii de cuplare” definite prin elementele
matricelor A;, 1 < ¢ < k, atunci problema de programare liniara
s-ar descompune in k probleme independente, fiecare avind matricea
de restrictii D;, 1 < ¢ < k. Rezultd ci in aceastd situatie, am putea

opta intre a rezolva o singurf problem# mare, avind matricea restric-
k k

tiilor de dimensiune (Z mi> X (Z nz-) . sau de a rezolva k probleme
i=1 i=1

mai mici, fiecare avind matricea de restrictii de dimensiune m; X n;.

Evident, cea de-a doua optiune este mai convenabils, deoarece se
lucreazi cu probleme care au un volum de date mai mic.
Plecand de la aceastd idee, in perioada anilor '60-'70, s-au elaborat

97
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o serie de metode care abordeazi problemele de dimensiuni mari, cu
matricea restrictiilor in forma bloc-unghiulari, prin rezolvarea unei
succesiuni de probleme liniare de dimensiuni cu mult mai mici.

2.2. Principiul de descompunere Dantzig-
Wolfe

Dantzig si Wolfe [8] au fost primii carc au publicat in 1960 un algo-
ritm de descompunere pentru problemele de programare liniard. Pro-
cedeul devine eficient daci este aplicat la probleme liniare cu
restrictiile in form¥ bloc-unghiulard. Principiul de rezolvare consta
in construirea unui ”program principal”’ care este echivalent cu pro-
blema initiald i care are un numir de linii doar cu o unitate mai mare
decat numdrul restrictiilor de cuplare. Pe de altd parte insd, numérul
de coloane devine foarte mare. dar acestea nu trebuie tabelate de la
inceput, ci se "genereazd” in momentul in care ele sunt necesare in
aplicarea algoritmului simplex. O iteratie a algoritmului consta din
doud etape: in prima etapi, se rezolvd un numdir de subproblcme in-
dependente; in a doua etapé. se rczolvd programul principal in carc se
introduc rezultatele obtinute prin rezolvarea subproblemelor.

2.2.1. Rezultate preliminare

Justificarea algoritmului Dantzig-Wolfe se bazeaz¥ pe unele notiuni
sl rezultate din teoria generald a analizei convexe (vezi, spre exemplu,
Rockafellar [32], Karlin [18]).

Fie X C R™ o multime convexi.

Definitia 2.1 Vom spune cdz € X este un punct extrem al mulfimii
X, dacd pentru oricea € X sibe€ X, a# b, avemz # da+ (1 — A)b,
oricare ar fi A € (0,1).

Mulgimea punctelor extreme ale lui X o vom nota cu Ext (X).

Observatia 2.1 Orice solutie de bazd a unei probleme de programare

liniard este un punct extrem al domeniului de admisibilitate.
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Teorema 2.1 Dacd y ¢ X atunci ezistd un hiperplan care separd
punctul y de multimea X.

Definitia 2.2 Un ”hiperplan de sprifin” a mullimii conveze X are
proprietatea cd X se afld de o parte a sa i cel putin un punct al lu
X este continut in hiperplan.

Teorema 2.2 Dacd X este o mulfime convexd, atunci orice hiper-
plan de sprijin la X confine un punct extrem al lui X.

Definitia 2.3 Fie M C R™ o multime oarecare. Acoperirea converd
Co (M) alui M este cea mai micd multime convezd ce contine pe M.

Teorema 2.3 Fie X C R™ o mullime convezd gi compactd. Atunci
Co(FEzt(X)) = X.

Demonstratie. Vom arita mai intai cd Co (Ezt (X)) C X. Pentru
orice y € Co(Ezxt (X)), existd puncte z* € Ext (X) astfel incat

y=Z)\izi, cu ) >0si Z’\izl‘

Deoarece 2 € X gi multimea X este convexi, rezultd cd y € X.

Pentru a ardta ci Co (Ezt (X)) 2 X, vom presupune prin absurd
cd existd y € X, astfel ca y ¢ Co(Fzt(X)). Cu alte cuvinte, y nu
poate fi descris ca o combinatie convexd de puncte extreme ale lui X.
In aceste conditii, conform Teoremei 2.1, exit4 un hiperplana™ -z = b
(a € R” 5i b € R) care separd punctul y de multimea Co (Ezt (X)),
adica,

a’ 'y > b i (2.2.1)

a' -z < b pentruorice z € Co(Exzt (X)) (2.2.2)

Deoarece X este compactd, existd by = max {aT z|lzeX } . Prin
urmare, a' -z < by pentru orice z € X si deci, a' - z = by este un
hiperplan de sprijin a lui X. In baza Teoremei 2.2, rezulti ci existd
un punct extrem z € Ezt (X), astfel incat a' - £ = by. Dar aceasti
relatie este in contradictie cu (2.2.2), deoarece, din alegerea lui by §i
(2.2.1), avem by > b. ]
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Teorema 2.3 poate fi enuntati si intr-o forma diferita, care este mai
adecvati pentru aplicarea ei in elaborarea metodei de descompunere.

Corolarul 2.4 Fie multimea X = {z€R"|A-z=0b,z>0}
nevidd gi mdrginitd, g fie Ext (X) = {z*,1 <i <r}. Atunci, orice
element z € X poate fi scris sub forma:

T T
= Z/\ﬂ?i, unde \; > 0 st Z)\i =1.
i=1 i=1
Extinderea acestui rezultat la cazul in care X nu este m#rginitd
este datd de urmitoarea teorema.

Teorema 2.5 Fie mulfimea X = {z€R*"|A-z=b,z>0} # 0.
Atunci ¢ € X, dacd §i numai dacd = poate fi scris ca o combinatie
convezd de puncte extreme ale lui X, plus o combinatie liniard nenega-
tivd de raze extreme (solutii nenule ale sistemului omogen) ale lui X,

adicd _
T = Z Azt (2.2.3)
unde '
Y sdi=1, A>0 (2.2.4)
5t 1

razd ertremd

b; = { (1) } dupd cum z* este { punct extrem } alui X. (2.2.5)

2.2.2. Principiul de descompunere

S& considerdm pentru inceput o problem# de programare liniar4 in
care restrictiile sunt grupate in doui parti:

inf ¢ -z

in raport cu

A-z = by (mg restrictii)
D-z = b  (m restrictii)
z > 0
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unde A € R™** D € R™" ¢ € R”, by € R™ si b € R™. Este evi-
dent ci orice problem de programare liniar3 se poate scrie in aceasti
formx.

Vom presupune ci poliedrul convex

S={zeR"|D-z=b, z >0}
este mirginit si multimea punctelor sale extreme este
Ezt(S) = {z’, 1<j<r}.

In baza Corolarului 2.4, oricare ar fi £ € S, avem:

z= Z/\jmj, unde A; > 0 si Z)\j =1 (2.2.6)
j=1 Jj=1
Problema initiald se poate formula astfel: si se determine z € S
astfel incat si fie satisficute restrictiile A -z = by si s# se realizeze
minimul lui ¢" - z. Daci t{inem seama de (2.2.6) si notdm:

/.:CT.a:i
S (2.2.7)

atunci, problema initiald se poate rescrie in functie de variabilele A,

astfel: )
iIlf Z ’)’j/\j
=1

)

in raport cu

Y i) =1by ! (PP)
=1

doa=1

j=1
A >0, 1<5<r )
Problema (PP) se numeste ” program principal” si este echivalent cu
problema initiald. Remarc#m ci programul principal are doar mg + 1
restrictii, fatd de mg + m cat are problema initiald, iar acest lucru
reprezint4 o restrangere a dimensiunii in cazul in care m este mare. In

schimb, numdrul de coloane este egal cu num#rul punctelor extreme
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a mul{imii S, care poate fi considerabil de mare. Acest lucru insi nu
devine un impediment in rezolvarea programului principal deoarece,
pentru aplicarea algoritmului simplex, nu trebuie s& cunoastem decat
acele coloane care formeazd baza curenti si cel mult incd o coloani,
care eventual urmeazi si fie introdusi in noua bazi.

Pentru a determina o bazi primal admisibild a programului prin-
cipal, se poate folosi 0 metodd de fazi 1, dupd ce s-au determinat
un numir [ > mgy + 1 de puncte extreme ale multimii S. La randul
lor, punctele extreme se pot obtine printr-o procedurd de fazi 1 apli-
catd restrictiilor {D -z = b,z > 0}, urmati dc un numdr de iteratii
de schimbare a bazei, cu respectarea criteriului din algoritmul simplex.

Fie B o bazi primal admisibil# a programului principal, B multimea
indicilor de bazd si u' = g - B~}, vectorul multiplicatorilor simplex
corespunzitori acestei baze. Pentru a vedea daci aceastd bazi este
optim&, trebuie si calculdim

uT-<Ois>—'yS:mjax{uT-<alJ>—’yj} (2.2.8)

Daci partitiondm vectorul u' = (uf.w1), cu up € R™ i u; € R, si
tinem seama de notatiile (2.2.7), atunci avem:

()= ) (A7) e = A

Prin urmare, determinarea maximului in relatia (2.2.8) se poate scrie

J - .

mc (o7 () = = (60 A=) <)
(2.2.9)

Reamintim ci z7 este un punct extrem al lui S si observim ci expresia

de maximizat in (2.2.9) este liniari in 7. Deoarece o solutie optima

a unei probleme liniare, cu domeniul de admisibilitate marginit, este

intotdeauna si un punct extrem al acestel multimi, maximizarea din

(2.2.9) este echivalentd cu subproblema

zré%{(ug-A—cT) z|D-z=bz>0} (2.2.10)

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.2 Principiul de descompunere Dantzig-Wolfe 63

Rezolvand aceastd subproblemi, se obtine o solutie z° pentru care
valoarea maximi din relatia (2.2.8), pe care o vom nota cu A, este

A:’U,T-(Cis)—'ysz(ug-A—CT)-l‘s—}-Ul

Dacid A < 0, atunci baza B este optima pentru programul principal

si A= B! < blo este solutia optim& corespunzitoare. Solutia

optim# pentru problema initiald se obtine acum din relatia (2.2.6):

I= Z Xil'i

ieB

1
cu coeficientul de cost v, = ¢' - z°. Efectudnd acum o operatie de
schimbare a bazei in programul principal, obfinem o nou# baz4 primal
admisibild si calculele se reiau cu testul de optimalitate a acesteia.
Acest procedeu de rezolvare devine deosebit de atractiv daci este
aplicat la probleme cu o structurd bloc-unghiulari a restrictiilor, de
forma urmatoare:

_ X A-zf
Dacd A > 0, atunci coloana care intrd in bazi este a® = ( ) .

T

inf {¢] ‘x1+¢; X0+ +cf Xa} )
A -xi+ Ay-xot - HA-Xk =bo
D1-x1 =b1
Dy - x; = by f (PBU)
Dy -xx = b
XiZO,'izl.,_k,k>O. )

unde, pentru orice i = 1, k, avem A; € R™*% D, € R™*™ ¢; € R™,
b; € R™ si by € R™.
Pentru problema bloc-unghiulari (PBU), subproblema (2.2.10) devine:

k
ma.x{ (Zug-Ai—ciT> X
i=1
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Deoarece in (2.2.11) functia obiectiv este aditiv separabild in x; iar
resrictiile sunt independente in raport cu X, aceastd problemd se re-
duce la rezolvarea a k subprobleme independente:

max (ug-Ai—c;-r)~xi| D, -x; =b;, xiZO}, i=1,k.
x; ER™
(2.2.12)
In baza principiului de descompunere Dantzig-Wolfe prezentat mai
sus, putem enunta urmitorul algoritm pentru rezolvarea problemei
bloc-unghiulare (PBU). Vom presupune ci avem la dispozitie o bazi
primal admisibily B a programului principal (PP) si multiplicatorii
simplex u = (u{,u1) corespunzitori.

Algoritmul de descompunere Dantzig-Wolfe.

Pasul 0: Se determini o bazi primal admisibilf B pentru programul
principal (PP) si multiplicatorii simplex " = (ug ,u;) corespun-
zdtori.

Pasul 1: Folosind multiplicatorii simplex ug, se rezolvd subproblemele
(2.2.12), obtinand solutiile X, (u), i = 1, k.

Pasul 2: Se calculeazi

k

A= (US_'Ai—Cz-)'ii(Uo)+ul

i=1

Daci A < 0, atunci solutia optimd pentru (PBU) este

P=3 A (2.2.13)

unde z* sunt punctele extreme ale multimii

Dl bl
S={zeRlian r=| (2.2.14)
Dy, by
corespunzitoare solutiilor de bazi A; . STOP.
Pasul 3: Daci A > 0, se formeazi coloana
o’ \ _ Zf:l Aix; (uo)
1 1
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2.2 Principiul de descompunere Dantzig-Wolfe 65

care printr-o operatie de schimbare a bazei din algoritmul simplex
va fi introdus¥ intr-o nou bazi primal admisibild pentru (PP) si
in mod corespunzitor, se obtine un nou vector al multiplicatorilor
simplex. Dup4 aceasta, se revine la Pasul 1.

Observatia 2.2 Dacd programul principal are toate solutiile de bazd
nedegenerate, atunci fiecare iteratie va produce o descrestere strictd a
functiei obiectiv. Deoarece existd un numdr finit de baze posibile g1
nict una nu se poate repeta, principiul de descompunere va determina
solutia optimd intr-un numdr finit de iteratii.

Observatia 2.3 Trebuie subliniat faptul cd solufia optimd & a pro-
blemei (PBU) nu este neapdrat una dintre cele obtinute la rezolvarea
subproblemelor (2.2.12). Din (2.2.13) rezultd cd T este o anumitd
combinatie converd o unui numdr de astfel de solutii. Prin urmare,
programul principal nu poate obtine optimul global pur g1 simplu prin
trimiterea “preturilor” corespunzdtoare lut ug cdire subprobleme; el
trebuie sd combine solufiile subproblemelor intr-un plan general. In
acest sens, descompunerea lui Dantzig gi Wolfe nu este o "descen-
tralizare” completd a procesului de luare a deciziei. Din aceastd cauzd,
Dantzig [7, capitolul 23] a denumit aceastd descompunere “planificare

centralizatd fdrd informatie completd la centru”.

Programul principal restrans.

Principiul de descompunere Dantzig-Wolfe, in forma prezentats mai
sus, rezolvd probleme de optimizare doar in prima etapi (subpro-
blemele (2.2.12)), in timp ce in etapa a doua, se executd doar o sin-
gurd operatie de schimbare a bazei. Se poate da insi o formulare mai
simetricd a acestei metode, astfel ca in ambele etape si se rezolve pro-
bleme de optimizare. Pentru aceasta, in locul programului principal
(PP), vom considera un ”program principal restrins”, format doar din
coloanele care formeazi baza curents in (PP) si coloana care urmeazi

si fie introdusd in noua bazd. Astfel, programul principal restrans
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este:

inf {iwiﬂx} W
i=1

in raport cu

2 O!l/\i + Ol/\ = bo > (PPR)
i=1

)\1201:1a—ma /\_>_O /

:

unde m = mg+1, A; sunt variabilele de bazi curente si A este variabila
care intrd in noua bazi, avind coeficientul de cost redus

ug - +uy —7 > 0.

Evident, rezolvarea acestei probleme este echivalentd cu iteratia de
schimbare a bazei prezentats in algoritmul de descompunere.

Utilitatea unui program principal restrins va fi pusa in evidentd in
cele ce urmeazj.

Variante pentru descompunerea primali.

Existd diferite moduri in care se poate descompune problema
initiald, fiecare modalitate influentand forma programului principal
si a programului principal restrans.

Pentru orice i = 1, k, consideram poliedrul convex

S; = {LE € R™ | D, -z=b, x> 0} (2215)

si not&m punctele sale extreme cu z/ € Ext (S;). Astfel, orice punct

x; € S; poate fi scris sub forma unei combinatii convexe de puncte ex-

treme: x; = _ A;z7. Inlocuind in (PBU), obtinem urmitorul program
J
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principal:

k

inf Zz'yij)\ij
i=1 j

in raport cu
k
S > ar=b @) (PP
=1 j
Y =1, i=Tk (r-2)

J
)\ij 2 0. /

unde v;; = ¢ -zl si of = A; -zl

Aceastd problemi diferd de (PP) prin aceea ci are k linii de con-
vexitate (r-2) in loc de una si fiecare subsistem {D; - x; = b;,x; > 0},
este reprezentat separat printr-o mulfime de variabile A;; (anterior,
toate subsistemele erau agregate impreuni).

Pentru rezolvarea problemei (PP+), si considerim o bazi primal
admisibild B de dimensiune (mo 4 k) X (mo + k) si fie u” = (ug,u])
multiplicatorii simplex corespunzitori, unde uy € R™ este asociat
restrictiilor de cuplare (r-1), iar uy = (uyy, ..., ulk)T € R* conditiilor de
convexitate (r-2). Coeficientul de cost relativ corespunzitor variabilei
/\ij este .

Aij’: ('U,gAl—ClT) -:rf--i—uh-
Pentru ¢ fixat, problema gisirii valorii
z; = max A
7
este echivalentid cu rezolvarea subproblemei
- T T
Zi:féﬁ;{i{(uo -Ai—ci)-:r|D1--1:=bi, 3:20}
care este aceeasi ca in (2.2.12). Daci
L= >. L <
&lz%cm?x JAVE lns1laus)§c {z + uy;} <0,
atunci solutia curentd este optimi. Daci nu, coloana care intri in
bazi este aceea care realizeazid
max {Z +uy} = Zs + uys > 0

1<i<k
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Daci Z, (ug) este solutia optim4 a subproblemei s, atunci coloana care

intra in bazi va fi _
As * Ty (U’O) (2 2 16)
e’ -

unde e° € R* este un vector unitar, avand pe pozitia s valoarea 1 si
zero in rest.

Este posibil ca s existe si alti indici 7, pentru care Z; +uy; > 0 si in
plus, dup ce s-a obtinut noua bazi ce contine coloana (2.2.16), aceste
costuri reduse si rdméini pozitive si in raport cu baza nous. Acesti
observatie este o motivatie puternici pentru a forma un nou program
principal restrans, in care si se adauge céte o coloand o] pentru fiecare
subsistem independent:

inf {ZZ%]/\Uﬁ-Z% } |

i=1 jeB
in raport cu

Z Z aJ)\U + Za*/\ = b (PPR+)

=1 jeB

> it A =1, i=1k

jeB L

)‘ijZO) /\:ZO, izl,k,jEB J

Aceastd problemi are k variabile A}, corespunzitoare restrictiilor de
convexitate, si in comparatie cu (PPR), dimensiunea bazei a crescut
de la mg + 1 la mg + k. Acest inconvenient este insi compensat de
perspectiva de a obtine o descrestere mai mare a functiei obiectiv,
in urma efecturii mai multor iteratii simplex care se vor face la re-
zolvarea lui (PPR+).

Observatia 2.4 Programul principal restrdns (PPR) are o singurd
linie de converzitate, grupdnd impreund toate blocurile diagonale, spre
deosebire de (PPR+) care are k linii de converitate, tratdnd fiecare
bloc separat. Euvident, alte grupdri ale acestor blocuri conduc la pro-
grame principale care pot avea un numdr de linii de convezitate cuprins
intre 1 §i k. Considerarea unor astfel de cazuri intermediare este
impus de cele mai multe ori de particularitdtile problemei care urmeazd

a fi rezolvatd.
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Observatia 2.5 Dacd ipoteza de mdrginire a poliedrelor conveze S,
(definite in (2.2.15)) nu este indeplinitd, atunci utilizarea Corolaru-
lui 2.4 trebuie inlocuitd cu Teorma 2.5. Razele extreme care apar in
descrierea unui punct x € S; sunt solutit nenule ale sistemului omogen

D, z=0,z>0

§t sunt in numdr finit. Dacd o subproblemd are optim infinit, algorit-
mul simplex pune in evidentd o razd extremd (vezi Observatia 1.3 de
la pagina 19). Principiul de descompunere se aplicd §i in acest caz,
prin substituirea lui (2.2.3) in restrictiile de cuplare $i functia obiec-
tiv a problemei (PBU). Singura diferentd in programul principal (PP)

este inlocuirea restricties de convezitate Y \; =1 cu (2.2.4) §1 (2.2.5),
i=1

scrise relativ la multimea S, care este definitd de (2.2.14).

2.2.3. Exemplu de aplicare a principiului de
descompunere

Vom considera urmitoarea problem:

inf {—z; — 3z + 2z3 + 3y; — 2y — 4ys3}
in raport cu

T, 42z -—-z3 -2y1 +H3y2 -y3 =10

S 4(171 —2:132 —T3 =2
=z, 41z, +2z3 =5
N +3y3 =0

—~ 'y FY —y3 =2

IizoainOJ 7’=1)—3
Aceastd problemi are o restrictie de cuplare si dous blocuri inde-

pendente. Pentru a utiliza pe deplin programul principal restrans,
vom considera doud restrictii de convexitate. Not&m:

S = {zeRi|4x1—2z2—13=2, I1+$2+2z3=5}
Sy = {yeR | yi—y2+3ys =0, Y1+ 92— ys = 2}
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Fiez € S; si y € S,. In baza Corolarului 2.4 putem scrie:

r= 0, s =Y v
J J

(2.2.17)

unde z7 € Ezt(S)) si ¥ € Ext(S;), lar A; §i p; sunt parametrii

combinatiilor convexe respective.

Grupam coeficientii functiel obiectiv si a restrictiei de cuplare in

felul urméitor:
¢ = (-1,-3,2), ¢ =(3,-2,-4)
A = (1,2,-1), A;=(-2,3,-1)

Cu aceste notatii, programul principal se poate scrie astfel:

J

inf {Z (61T ) A+ Z (62T ) ,u]}
J
in raport cu

j Z,\]_ J _,
J
Dt =1
J

Va trebui mai int4i si identificim o bazd primal admisibili a progra-
mului principal. Pentru aceasta, avern nevoie de trei puncte extreme
ale poliedrelor S; si S,. convenabil alese. Vom considera, spre exem-
ply, ! € Ezt (S,), = = (2,3, 0)T , obtinut prin rezolvarea sistemului
ce defineste pe 51, luAnd pe z,, z, variabile principale si variabila se-
cundard z3 = 0. Analog, determinim pentru cel de al doilea boloc pe
y' € Ext(Sy) siy? € Ezt(Sy), v* = (1,1,0)" siy? = (0,3,2)".

Cu ajutorul acestor puncte extreme putem explicita trei coloane ale

programului principal. Avem:

2
¢ -zt = (-1,-3,2)-| 3 | =-11;
0
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A -zt = (1,2,-1): g = 8;
0
-y =L oy =-10
Ayl = 1; AP =8
Astfel. o explicitare incomplets a programului principal se poate scrie
astfel:

inf { —11h + gy = L0, + >}
in raport cu

8\ +p, +8uy +>.--- =10
A1 +> - =1
p e+ =1
A >0, p; 20, Vi
8 1 8
Matricea B=| 1 0 0 | se dovedeste a fi o baz& primal admisi-

011
bild pentru programul principal, iar tabloul simplex revizuit corespun-

zdtor acestel baze este:

A 1 0 1 0
w | 6/7 | -1/7  8/7 8/7
wo | /7 | /7 -8/7 -1/7
81/7 | -11/7 11/7 18/7
Multiplicatorii simplex se afli pe ultima linie a tabloului si in notatiile
noastre sunt:

-11 11 18
Up = 2 un = Ea Uiz = Ea
Iteratia 1.
Pasul 1. Rezolvdm subproblemele (2.2.12):
zZ = max{(uyy -Ai—c]) - z|z€S}=
-4 1 3 -10
= max{—7—x1 ~ 5%~ 2% | xGSl} =—

cu solutia optim¥ Z (ug) = (1,0,2)" .

- T T
Z, = max{(y -As—c;) - y|y€ S} =
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—ma.xl—19 +39|€S ———~1—8
- N T TRl E =y

cu o solutie optim 7 (uo) = (1,1,0)" .
Pasul 2. Determinim

(5 ) = -10 11 18 18] _
BT =M T T T T T

-

Pasul 3. Coloana care va fi introdusi in bazi este:

(Al-;f:l(uo)>___ !
¢ 0

iar tabloul simplex revizuit devine:

M [T 0 T 0 I
p | 6/7 1 -1/7  8/7 8/7 |[9/7
w | 17 | 17 8/7 -1)7| -9J7
8177 [ -11/7 11/7 18/7]| 1/7

) 9
Efectudnd operatiile de schimbare a bazei cu pivotul 2

ob{inem:

AN [1/3 ] 1/9 1/9 -8/9
A | 2/3 | -1/9 8/9 8/9
gy |1 0 0 1
-35/3 [-14/9 13/9 229

Multiplicatorii simplex pentru baza curentd sunt:

—-14 13 22
U0=—9--, U11=§; U12=§
Iteratia 2.
Pasul 1. Rezolvim subproblemele (2.2.12):
zZy = max{(yj A —¢)-z|z€ S} =
-5 1 4 —13
= max —9—I1—§$2—§$3|IGS1}=—Q—

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.3 Metode de partitionare si relaxare 73

cu o solutie optimi Z (ug) = (2,3,0) " .

Zy = ma.x{(uJ-Ag—c;)-ylyESg}z
— . 1 8 +§Q | eS’ —.__22_
= Imax 9y1 3y2 993 Y 2( = g

T

cu solutia optimi j (ug) = (0,3,1)
Pasul 2. Deoarece

+
9 9' 9 9
am obtinut solutia optimi. Valoarea optimi a problemei
initiale este cea obtinutd in ultimul tablou simplex si este

- -13 13 -22 22
E?g{zi‘f‘u“} =max{ —+ —, — —

egald cu _T’ iar solutia optimi se calculeazi cu formulele
(2.2.17):

8
[\W]
—

1
r = o) :/\1$1+/\QI2=‘§

(1]
w
o w
+
Wil N
)
I
Qo > = W

U1 1 , 0
Yy =my +ty = 3.
Ys 1)
unde parametrii combinatiilor convexe sunt solutiile optime
ale programului principal.

<
Il

N

X

2.3. Metode de partitionare si relaxare

In numeroase situatii, problemele de dimensiuni mari se prezints cu
o structurd bloc diagonal in care legdtura dintre blocuri se realizeazi
atat prin restrictii de cuplare, cit si prin variabile de cuplare. Si
considerdm problema urmitoare, care are blocurile cuplate in ambele
moduri:

inf{c] -z +¢c] 2?2+ ... +¢f -2F+¢5 -y} (2.3.1)
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in raport cu:

A1'iL‘l+A2'$2+...+Ak'$k+G0'y=b0 (232)
D, -z! +Gi-y =b
D, - ! +Gy-y =b

? Py (2.3.3)
Dp-z¢ +Gr-y =b

>0,i=1k y>0 (2.3.4)

Pentru rezolvarea acestei probleme se poate aplica principiul de
descompunere Dantzig-Wolfe. Daci problema are numai variabile de
cuplare, atunci procedeul Dantzig-Wolfe poate fi aplicat dualei, care
are numai restrictii de cuplare. Daci sunt prezente atat variabile cit
§i restrictii de cuplare, atunci restrictiile se pot partitiona in (2.3.2)
si (2.3.3). Restrictiile (2.3.2) vor fi folosite la programul principal,
iar (2.3.3) pentru subproblems. Deoarece subproblema are form#
dual-unghiular¥, ea poate fi rezolvatd direct, sau prin aplicarea din
nou a aloritmului Dantzig-Wolfe asupra dualei. In consecin, pro-
blema (2.3.1)-(2.3.4) poate fi rezolvata cu principiul de descompunere
Dantzig-Wolfe, care se foloseste intr-un algoritm in care o iteragie este
structurat pe trei nivele: doud nivele pentru rezolvarea subproblemei,
gi al treilea nivel, pentru rezolvarea programului principal. Deoarece
o astfel de iteratie este destul de complexi, pot apare unele dificultiti
cauzate in special de faptul c& metoda Dantzig-Wolfe converge deseori
foarte lent.

Problema (2.3.1)-(2.3.4) poate fi abordati si intr-un mod diferit, si
anume, prin partitionarea variabilelor in dou# submultimi, variabilele
de cuplare y si variabilele bloc z*. Variabilele z* sunt din nou partitio-
nate in multimi dependente si independente, in raport cu matricele
de bazi ale blocurilor D;. Aceastd partitionare permite ca restrictiile
bloc si variabilele dependente si fie eliminate din program, obtinadndu-
se o problemi redusd, de dimensiuni mai mici. Astfel de metode se

numesc ”de partitionare si relaxare”. Se foloseste termenul de relaxare
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deoarece, prin eliminarca variabilelor dependente, se pierde controlul
asupra conditiilor de nenegativitate ale acestora.

Conceptul de relaxare a restrictiilor a fost plasat de Geoffrion [12]
intr-un cadru general, carc permite o mai buni intelegere a aplicarii
lui la aceste metode.

2.3.1. Principiul de relaxare

S# considerdm problema convexi:

inf{f(a:)|gi(:r)§0,i=1,_m;xESQR”} (P)

unde [ si g; sunt functii convexe definite pe multimea convexs S. Vom
presupune ci numarul de restrictii este suficient de mare ca si produci
dificultiti in rezolvarea problemei si cd la optim, un numir relativ
mic de restrictii sunt active. In aceste conditii, o strategie rezonabild
de rezolvare const in relaxarea (adic#, eliminarea temporard) a unor
restrictii si considerarea unei probleme noi, format# doar cu restrictiile
rdmase. Daci aceastd problem# este neadmisibild, la fel va fi si cea
initiald. Dac¥ aceasta are o solutle optimd care satisface si restrictiile
eliminate, atunci solutia va fi optima si pentru problema initiald. Daci
o parte din restrictiile relaxate nu sunt satisficute, atunci un anumit
numair dintre acestea vor fi luate in considerare pentru a defini o nous
problemd si procedeul se repeti.

Geoflrion [12] a formalizat aceasd idee dupd cum urmeazi. Fie
M = {1.2,..,m}; se noteazd cu R o submultime a lui M, R C M,
si considerdm problema redusi:

inf {f (z) |g: () < 0, i € R; x € ) (Pr)
Presupunem ci poate fi gisitd o multime initiald R astfel incat pro-

blema redusi (Pr) sd aibe un infimum finit §i ci acesta este atins.

Algoritmul general de partitionare gi relaxare:

Pasul 0: Se ia f = —oo0 si se alege o multime initialf R C M astfel
incat f si fie inferior marginit& in raport cu restrictiile problemei
reduse (Pp).
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Pasul 1: Se rezolvd problema (Pg). Dacd aceasta nu admite solutii,
atunci evident si problema (P) este neadmisibils. STOP.
In caz contrar, se obtine o solutie optima Z®.

Pasul 2: Daci g; (:T:R) < 0, pentru i € M\ R, atunci solutia 7 este
optimi si pentru problema initiald (P). STOP.

Pasul 3: In caz contrar, fie

VC {ie M\R|g(z%) >0}

o submultime ce contine cel putin un indice al unei restrictii
nesatisficute si fie

U={ieR|g (z%) <0},

Pasul 4: Daci f (Z%) = f, atunci R se inlocuieste prin R’ = RUV
si se revine la Pasul 1.

Pasul 5: Dacd f (Z%) > f, atunci R se inlocuieste prin R' = R U
V\U, f se inlocuieste cu f (a':R) si se revine la Pasul 1.

Acest algoritm adaugd una sau mai multe restrictii incélcate si,
dacd f (&%) creste, atunci elimind acele restrictii din R care nu sunt
active in £%. Faptul ci nu elimini nici o restrictie in cazul in care
f(2®) = f, garanteazd, dupd cum vom ardta in continuare, c4 re-
zolvarea problemei (P) se termind intr-un numdr finit de iteratii.

Propozitia 2.6 Fie ™ o solutie optimd a problemei reduse (Pg).
Dacd g; (Z®) < 0 pentru orice i € M\ R, atunci £* este o solutie
optimd §i pentru problema (P).

Demonstratie. Presupunem prin absurd ci % nu este o solutie
optimi a lui (P). Fie deci Z € R™ astfel incat g; (Z) < 0 pentru orice
1€ Msi
f(@) < f(3%).
Definim
TN =AM+ (1-XNzZ, Xe€[0,1)
Pentru orice i € M gi A € [0,1) avem:

gizN) =g (A" +(1-X02) <Ag (Z%)+(1- N gi(z) <0
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si astfel z(\) este o solutie admisibils a problemei (Pg). In aceasta
situatie, avem:
FlM) SAFER) + (=X f@) < f(E@°),
ceea ce contrazice optimalitatea lui Z® in problema (Pg). n
Propozitia 2.6 se poate demonstra si altfel: deoarece R C M, avem
evident
f(E®) = inf{f(2) |g(2) <0,ieR}<
< inf{f(z) | g:(z) <0, i€ M}
Pe de altd parte, deoarece g; (:iR) < 0l pentru i € M\ R, rezultd c&
I™ este solutie admisibild pentru problema (P). Prin urmare, avem
inf {f (z) | g:(z) <0, i € M} < [ (2F)

si deci, din relatia precedentd obtinem:
inf {f(z) | g:(z) <0, i€ M} =f(z%). .

Propozitia 2.7 Dacd ™ este o solutie optimd a problemei reduse
(Pr) si se elimind restrictiile din U, atunci ™ este o solufie optimd
§i pentru problema (Pp\y). In plus, dacd 3% este unica solutie optima
a lui (Pr), atunci ea este unicd §i pentru (Ppv ).

Demonstratie. Presupunem prin absurd ci existd zq € S astfel incat
gi (o) < 0 pentru ¢ € R\U si
f(zo) < f(ZF). (2.3.5)
Considerdm punctele z ()\) de pe segmentul de dreaptd cu extre-
mit#tile Z7 si zg
z(N) =X+ (1-X0)z% 0<Ai<l
Deoarece S este convexd, z (A\) € S pentru orice A € (0,1).
Functiile g; fiind convexe, avem:
gi (x (X)) < Agi (zo) + (1= A) g (E7) (2.3.6)
Pentru i € R\U rezultd evident g; (z (X)) < 0, pentru orice
X € (0,1), deoarece g; (zo) < 0si g, (Z%) = 0.
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Pentru ¢ € U, avem g; (Z*) < 0. Prin urmare, dac¥ g; (xo) < 0, din
(2.3.6) rezultd din nou g; (z (1)) < 0, pentru orice A € (0.1). Dac#
insd g; (zg) > 0, putem alege \q astfel incat:

. (R
0</\o§min{ gl(m)

€ | gi(zo) — g (ZR)
si din (2.3.6) rezultd g; (z (Xo)) < 0. Astfel, g, (z (Ag)) < 0, pentru
orice 1 € R.
In concluzie, z ()\y) este o solutie admisibil% pentru (Pg). Din con-
vexitatea functiei f si (2.3.5), rezulta:

£ (@ (%)) < Mof (z0) + (1= Xo) £ (&%) < f (&%)

Aceasti relatie contrazice insi optimalitatea lui £* in problema (Pg).
Deci. 7™ este o solutie optim# a problemei (Ppyr/).

Pentru unicitate, dacd presupunem cd mai existd o solutie optima
zo a lul (Pr\y), adicd f (zo) = f (27), dar zo # 7. atunci. repetand
rationamentul de mai inainte, obtinem ci x (\o) # I* este o solutie
optimi a lui (Pg). Insi acest fapt contrazice unicitatea lui Z%. [

9 (zo) > 0} <1

Propozitia 2.8 Daca z%® st % sunt solutiile optime a doud sub-
probleme obtinute prin relaxare, unde R’ este determinat la Pasul 4
sau S al algormtmulus, atunce

f@E®) <1 (7).

Demonstratie. Daci R’ = R UV, atunci afirmatia propozitiei este
evidentd. Pentru cazul R’ = RUV\ U, folosind Propozitia 2.7, avem:

f (.’i‘R) — f (i,R\L() < f (‘,E(R\L{)UV)

ceea ce era de demonstrat. ]

?

Observatia 2.6 Convezitatea funciiilor f si g;, precum i cea a mul-
timis S, permit eliminarea restrictiilor neactive. In absenta convezi-
tati restrictilor g;, Propozitia 2.8 ramdne adevdratd numai dacd res-
trictiile se adaugd (cazul R = RUV), fard ca vreuna sd fie eliminatd.
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2.3 Metode de partitionare si relaxare 79

Propozitia 2.9 Algoritmul de partitionare gi relazare se termind
intr-un numdr finit de iterafii.

Demonstratie. Deoarece multimea de indici M este finitd, ea are
doar un numir finit de submultimi distincte. Atata timp cat valorile
optime f (Z®) ale subproblemelor (Pg) cresc de la o iteratie la alta,
nici o submultime de indici nu se poate repeta. Deoarece in cazul cAnd
f (&%) = f (&™), nici o restrictic nu se elimini si se adaugi cel putin
una, valoarea optimd a subproblemelor generate riméine constanta
numai pentru un numdr finit de iteratii. Astfel, algorimul se termind
intr-un numdr finit de iteratii, fie la Pasul 1, fie la Pasul 2 (posibil ca
R=M). m

In cele ce urmeazi, vom aplica aceastd metods generald de par-
titionare si rclaxare, la problemele liniare cu restrictiile bloc-unghiulare.

2.3.2. Algoritmul lui Ritter

Ritter [31] a elaborat un procedeu de partitionare pentru probleme
liniare care au matricea restrictiilor in forméa bloc-diagonald, blocurile
fiind unite atét prin restrictii de cuplare cat si prin variabile de cu-
plare. La fiecare iteratie variabilele problemei se partitioneaza in doud
submul{imi: o multime S in care conditiile de nenegativitatc sunt re-
laxate si o multime S, in care acestea sunt impuse. In momentul in
care variabilele din 5; devin nenegative, solutia curentd este optima.
Procesul iterativ porneste de la o partitie initiald care se modifici pan&
cand se giseste o partitie optimi.

Problema pe care o vom studia in continuare se enunta astfel:

k
inf{zcj-xiJch -y} (2.3.7)
i=1

in raport cu:

k

1=1
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>0 i=1k y>0. (2.3.10)
Datele problemei au urmitoarele dimensiuni:

A; € R™™ D, e R™*™ =1k,
Gi € R™*™ ¢ ecR™ beR™, i=0,k.

Vom presupune ci rang (D;) = m;, pentru orice ¢ = 1, k. AceastX
ipotezd nu restrange generalitatea problemei deoarece, in cazul in care
rang (D;) < m;, putem introduce variabile artificiale pentru a obtine
rangul dorit. Acestor variabile li se vor atribui in functia obiectiv
coeficienti de cost suficient de mari astfel incat, in cazul unei solutii
optime, valoarea tuturor variabilelor artificiale si fie zero.

De asemenea, vom presupune cunoscut un vector initial 3° € R™,
y® > 0, astfel incat, pentru orice i = 1, k, sistemul

D;-z'=b—-Gi-¢

si fie compatibil. (Evident, daci nu existf un astfel de vector 1°,
atunci problema nu are solutii.)

In aceste conditii, pentru fiecare i = 1, k, vom considera subpro-
blema

inf {¢ - z* | D;-zt=b—G;-1° >0} (2.3.11)

Prin rezolvarea acestei subprobleme se obtine matricea de bazi B;
(care poate fi cea optimé, sau o bazi primal admisibild care indica
o directie spre —o00). Astfel, coloanele matricei D, se pot partitiona
in doud: D; = (BifRi> si folosind notatiile obignuite, din (2.3.9)

obtinem:
zp, = B7'- b, —B' R -zr, — B G, y. (2.3.12)
Functia obiectiv (2.3.7) si restrictiile de cuplare (2.3.8) sc pot rescrie
si ele in raport cu partifionarea respectivi:

k
> (cg 7B, + R, TR) + €5 Y

=1
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k
Z(ABi'I3i+ARi'$Rﬁ)+G0'y:b0

i=1
Dacid inlocuim pe zp, din (2.3.12) in relatiile de mai sus, obtinem
problema redusa:

k \
inf {E:WJ-$R;+7§~y}-+a

1=1
in raport cu k > (Pr)
ZMi‘IRi+MO'y=ﬁ
i=1 L
22, >0,i=1,E y>0 J

unde am folosit notatiile:

T _ T T . p-l
Y, = cg,—¢p B R
k
T T T . p-l
Yo = CO—E cg, - B - Gi
i=1
k
a = E Cp, Bt b,
i=1

M; = Agp —Ap, -B7'' R

k
MO = GU—ZABi_'Bi_I'Gi
=1

k
B = b—Y As-B'-b,
i=1

Numrul restrictiilor din problema redusi (Pg) este mg, adica exact
numarul restrictiilor de cuplare din problema initiald. Din felul in
care a fost construit, sistemul de ecuatii din problema redusd (Pgr)
impreund cu relatiile (2.3.12) sunt echivalente cu restrictiile (2.3.8) si
(2.3.9). Cu toate acestea, In problema redusd (Pg), variabilele zp,, ¢ =
T,—k, nu mai sunt supuse conditiilor de nenegativitate si astfel, aceste
conditii sunt relaxate. Prin urmare, multimea solutiilor admisibile

ale lui (P) include pe cea a problemei (2.3.7)-(2.3.10) si astfel, daca
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82 Capitolul 2: Metode de descompunere

problema redusd nu are solutli, atunci nici cea initiald nu poate avea
solutii. Se poate intdmpla insi ca (Pg) s aibe optim infinit, chiar
dacd problema initiald are un optim finit. Pentru a preintAmpina o
astfel de situatie, la problema redusi se adaugé restrictia de marginire
k
Zej-xni+eg-y§u
i=1
unde constanta p > 0 are o valoare foarte mare, iar vectorii e; au toate
componentele egale cu 1 si sunt de dimensiuni in concordanti cu zx, .
Dacd u este suficient de mare si la terminarea algoritmului aceast#
restrictie este activi, atunci problema initiald va avea optimul infinit.
Fie (Zg,,...,Zr,, ) o solutie optimi a problemei reduse (Pg). Din
(2.3.12) obtinem:
ig, =B (b—R; - ir,—Gi-]), 1=1,k. (2.3.13)
Astfel, (Zg,,ZRr,;--..ZB,, TR, Y) va fi 0 solutie optimi si pentru pro-

blema initiald “modificatd”, in carc conditiile zg, > 0 au fost elimi-
nate. In baza Propozitiei 2.6 putem enunta urmatorul rezultat:

Teorema 2.10 (de optimalitate) Dacd (Zg,,...,Ir,,y) este o
solutie optimd a problemei reduse (Pgr) si Zp, se determind din (2.3.13),
atunci (Zp,,Ir,, - IB,: IR, J) este o solutie optimd pentru problema
(2.3.7)-(2.3.10) dacd si numai dacd Tp, > 0 pentru orice i = 1,k.

Modificarea problemei reduse.

Daci testul de optimalitate nu este indeplinit, atunci vom putea
aplica principiul de relaxare prezentat in paragraful anterior. Astfel,
vom forma o problem& redusd nou, in care se va impune conditia de
nenegativitate pentru unele variabile din B; cu valori negative (si deci
vor intra in (Pg)), in timp ce pentru anumite variabile din R; cu valori
pozitive, aceastd conditie va fi relaxatd (adici, variabilele in cauzi vor
iesi din (Pg)).

S& presupunem, dupd o eventuald reordonare a variabilelor din
blocul %, c& primele 7 > 1 componente ale lui £, sunt negative:

(jBi)j <0, 7= ﬁ
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iar primele s > 0 componente ale lui Zg, sunt pozitive':
(:ifR-i)j > Oa .7 = m

Legidtura dintre Z5, §1 Zx, este dat¥ de relatia (2.3.12) care se poate
rescrie astfel:

Tp, + B R 1r, =Bl (b; — Gi-y) . (2.3.14)

Doui cazuri sunt posibile:

Cazul 1. Matricea format¥ din primele 7 linii gi primele s coloane ale
lui B! - R; contine cel putin un element diferit de zero.
Pentru a fixa ideile, vom considera c4 un astfel de elemet nenul
se afla in pozitia (,), unde 1 <[ <rsi 1l <t < s. In aceasta
situatie, in relatia (2.3.14) se poate efectua o operatie de schim-
bare a bazei (elementul (I,t) al matricei B! - R; va fi pivotul)
in care coloana D! este inlocuiti de coloana Df. Cu alte cuvinte,
variabila (zg,), pentru care (Zg,), > 0, este inlocuitd de vari-
abila (zg,); pentru care (Zg,), < 0. Operatia de schimarc a bazei
se poate efectua de mai multe ori in raport cu elementele nenule
din primele 7 linii §i s coloane ale lui B;' - R;. Se obtine ast-
fel, pentru fiecare bloc 7, o0 noud matrice de bazi B;. Cu ajutorul
acestor matrice de bazi, se va forma o nou# problem# redusi.

Cazul 2. Matricea formatd din primele r linii §i primele s coloane ale
lui B{l - R, are toate elementele egale cu zero.
In acest caz nu se mai pot efectua operatii de schimbare a bazei,
in schimb, la problema redusd se va ad¥uga una sau mai multe
restrictii care si impund conditla de lnénégat'iv'ité,t.é incélcata.
Astfel, dacd (Z5,); < 0,1 < j < r, pentru a impune conditia
(zg,); = 0, la problema (Pz) se va adduga restrictia

(Bi'); (b= Ri-zr, = G.-y) 20 (2.3.15)
care este de fapt linia j din relatia (2.3.12). (Prin (Bi_l)j am
notat linia j a matricei B;™".)

Operatiile descrise in cazurile 1 sau 2 se pot efectua pentru fiecare
bloc i, 1 < i < k, pentru care Zp, are componente negative. Folosind

'Evident, dac4 s = 0 inseamni ci ir. = 0.
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matricele de bazi B; rezultate din cazul 1 sau prin ad3ugarea restric-
tiilor din cazul 2, se obtine o nous problem& redusi.

Daci nu suntem la prima iteratie in care testul de optimalitate este
incilcat, iar problema redusi contine restrictii suplimentare de tipul
(2.3.15), acestea vor trebui analizate separat, inainte de a se trece la
tratarea cazurilor 1 sau 2.

Cazul 3. Daci restrictia (2.3.15) nu este activd pentru solutia optima
a problemei reduse, adici

(B"), - (b = R+ &r, — Gi - §) > 0,

atunci aceasta poate fi eliminatd. Conform Propozitiei 2.7, solutia
optimi nu va fi afectats de aceastd eliminare.

Cazul 4. Daci restrictia (2.3.15) cste activd pentru solutia optima a
problemei reduse, adicd

(B), - (bi = Ri- 3, = Gi-§) =0,

far in vectorul linie (B; l)j - R; existd un element nenul care per-
mite efectuarea unei schimbari de baza astfel incat (zs,); sd fic
inlocuitd de o variabild (zx,), pentru care (Zg,), > 0, atunci,
dupd efectuarea schimbdirii de bazi, restrictia va fi eliminats.
Solutia optim# va riméne din nou neschimbatd deoarece, prin
schimbarea bazei, restrictia in cauzd este de fapt rescrisd intr-o
form& mai convenabil¥, in raport cu o variabild care este pozitiva,
si astfel. conditia aceasta poate fi suprimati.

Cazul 5. Daci restrictia (2.3.15) este activd si toate elemente din
vectorul linie (Bz-_ l)j - R, sunt nule, atunci aceasta va fi mentinuti
in problema redusi.

Din cele prezentate mai sus, pentru rezolvarea problemei (2.3.7)-

(2.3.10). putem enunta urmtorul algoritm:

Algoritmul lui Ritter

Pasul 0. Prin rezolvarea subproblemelor (2.3.11) se determind ma-
tricele de bazi initiale B; pentru fiecare bloc i = 1,k, si se

formeazi problema redusi (Pp).
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Pasul 1. Serezolvd problema redusi; se obtine solutia (Zx,, -.., Zr,, J)
Din relatia (2.3.13) se calculeazi Zp,, i = 1, k. Daci 5, > 0, pen-
tru orice 4 = 1,k, atunci (Zg,,%r,, .. Zp,,Ir,,7) este o solutie
optim# a problemei (2.3.7)-(2.3.10).

Pasul 2. Pentru ficcare bloc in care Zp, are componente negative,
daci problema redusd contine restrictii suplimentare de tipul
(2.3.15), atunci acestea vor fi prelucrate conform Cazurilor 3-5.

Pasul 3. Pentru fiecare bloc in care Zp, are componente negative,
fie se efectueazi operatiile de schimbare a bazei corespunzitoare
Cazului 1, fie se adaug restrictii pentru impunerea unor conditii
de nenegativitate din Cazul 2.

Pasul 4. Cu matricele de bazi si restrictiile obtinute din Pagii 2 1 3.
se formeazd o nous problemd redusi si se revine la Pasul 1.

Deoarece algoritmul lui Ritter este un procedeu dec partitionare
si relaxarec, se pot aplica rezultatele generale cu privire la aceastd
metod&. Astfel, in baza Propozitiei 2.8, valorile funtiei obiectiv vor
fi monoton crescétoare, iar Propozitia 2.9 asigurd convergenta intr-un
numdr finit de iteratii a algoritmului. In consecinti, putem enunta
urmatoarca teoremé:

Teorema 2.11 Dacd eliminarea condititlor de nenegativitate asupra
variabilelor pozitive din xr, se face doar dacd valoarea functiei obiectiv
este strict crescatoare, atunci algoritmul lui Ritter se termind intr-un
numdr finit de iteratii, fie cu o solutie optimd a problemei (2.3.7)-
(2.83.10), fie se obtine o problemd redusd care nu admite solutii.

2.3.3. Algoritmul lui Rosen

Metoda de relaxare si partitionare a lui Rosen [33] este o varianta
a algoritmului lui Ritter, care se aplicd la problemele de optimizare
liniar3 cu restrictiile bloc-unghiulare, adici, care au matricea restricti-
ilor in form# bloc-diagonald, iar blocurile sunt unite doar prin restrictii
de cuplare. Evident, pot fi considerate gi probleme in care legitura
dintre blocuri s& fie realizatd doar prin variabile de cuplare, deoarece

acestora le corespund probleme duale ce au forma descrisd mai inainte.
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Din cauza acestei forme a restrictiilor, algoritmul care se obtine are
anumite avantaje, cum ar fi, de exemplu, faptul ci la problema redusi
nu mai trebuie addugate restrictii suplimentare. Pe de alta parte,
rezolvarea succesivi a problemelor reduse se poate face mai eficient,
putandu-se utiliza algoritmul simplex dual, deoarece baza optim& de
la iteratia i, este inlocuitd cu usurin{¥ in iteratia ¢ + 1 de una dual
admisibild.
Problema bloc-unghiulard se enunti astfel:

k
inf Z ¢ (2.3.16)
=1
in raport cu:
k
Y Azt = b (2.3.17)
1=:1
D, -zt = b, i=1k (2.3.18)
>0, i=1,k. (2.3.19)

Datele problemei au urméitoarele dimensiuni:
A; € Rmoxni’ D, € ]Rm,-xn,'7 c; € Rni7 i1=1k,
b'i E Rmi’ ’L - m
Vom presupune, fird a influenta generalitatea problemei, cd ma-
k
tricea restrictiilor (2.3.17)-(2.3.18) are rangul egal cu ) m,. De aici
i=0
rezulti cX rang (D;) = m; pentru orice i = 1, k. Pentru determinarca
unor baze initiale asociate fiecirui bloc, se rezolvid subproblemele
inf{c:-milDi-:ri:bi, zt >0}, i=1k (2.3.20)

Dac4 una din aceste subprobleme nu are solutie, atunci nici problema
(2.3.16)-(2.3.19) nu va avea solutie. In caz contrar, fie B; bazcle
obtinute prin rezolvarea subproblemelor (2.3.20), acestea putand fi
cele optime sau cele care indicd o directie spre —oc. Cu ajutorul aces-

tor baze, partitionim coloanele matricelor D; = { B;: R,;) si folosind
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notatiile obignuite, sistemele (2.3.18) se pot rescrie astfel:

zp, = B! b, — B! - R; - g, (2.3.21)

In mod similar, se partitioneazi si functia obiectiv (2.3.16) si restric-
tiile de cuplare (2.3.17):

k
infz (cg, - z5, + ch, - Tr,)
i=1
k
Z (ABi T Ip; + A'R.i ' I'R.i) = bO

=1

si inlocuind aici pe zp, din (2.3.21), obtinem problema redusi:

k \
inf Z’y? IR, + o
i=1
in raport cu k > (Pg)
Z M zp, =0
i=1
IR, >0.1= 1, k

unde am folosit notatiile:

T _ T T -1

Vi = Cr,—¢ B R
k

o = Y o BTN,
i=1

M, = ARl — Ap, - B;l - R;
k

B = bo—) Ag-Bl-b
i=1

Problema redus® (Pg) are doar my restrictii. Deoarece restrictiile
problemei reduse impreuns cu (2.3.21) fac parte din restrictiile pro-
blemei initiale, daci (Pg) nu are solutii, atunci nici problema (2.3.16)-
(2.3.19) nu va avea solutii. Existd insi posibilitatea ca (Pg) s& aibe
optim infinit, in timp ce problema initiald s¥ aibe optim finit. Pen-

tru a preintdmpina o astfel de situatie, la problema redusi se adaugi
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o restrictie de mirginire de forma

k

Ze;r T IR, Sp

i=1
unde constanta g > 0 are o valoare foarte mare, iar vectorii e; au
toate componentele egale cu 1 si sunt de dimensiuni in concordanti
cu zg,. Dacd p este suficient de mare si la terminarea algoritmului
aceastd restrictie este activi, atunci optimul problemeci initiale va tinde
spre —oo.

Fie (Ig,,...,Ir,) O solutie optimi a problemei reduse (Pg). Din

(2.3.21) obtinem:

ig, =B7'-b;—B'-R,-ip,, i=1k (2.3.22)

Astfel, (zp,,Z®,,...,Z8,,Zr,) va fi o solutie optimi si pentru pro-
blema initiald "modificatd”, in care conditiile zp, > 0 au fost re-
laxate. Tinand seama de rezultatele anterioare cu privire la metoda
de relaxare. putem enunta urmitoarea teorema.

Teorema 2.12 (de optimalitate) Dacd (ig,,...,2%r,) este o solutic
optimd a problemei reduse (Pgr) st Ip, se determind din (2.3.22),
atunct (Zp,,Igr,,...,In,,Ir,) este o solutie optimd pentru problema
(2.3.16)-(2.3.19) dacd gi numai dacd g, > 0 pentru orice i = 1, k.

Dac4 testul de optimalitate nu este indeplinit. se poate forma o
noud problemi redus4, in care se va impune conditia de nencgativitate
pentru cel putin o variabild din B; cu valori negative, in timp ce pentru
o anumitd variabild din R; cu valori pozitive, aceastd conditic va fi
relaxatd (adici, se va putea efectua cel putin o operatie de schimbare
a bazei intre coloanele din D;). Deoarece problema (2.3.16)-(2.3.19)
nu contine variabile de cuplare. la problema redusa nu mai trebuie s
se adauge restrictii suplimentare, asa cum a fost cazul la algoritmul
lui Ritter.

Teorema 2.13 Fie (Zg,,...,Tr,) 0 solutie optimd a problemei reduse

(Pr). Dacd pentru un anumit i, 1 < i < k, vectorul Zp, determinat

din (2.3.22), are componente negative, atunci in matricea D; se poate
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2.3 Metode de partitionare si relaxare 89

efectua cel putin o operalie de schimbare a bazei de inlocuire a une:
coloane D7, pentru care (Zg,), < 0, cu o coloand D$, pentru care
(jRi)s > 0.

Demonstratie. Pentru a simplifica scrierea pe parcursul acestei
demonstratil, vom renunta la folosirea indicelui ¢, care indentifici
blocul in care conditia de optimalitate este incilcatd. Astfel, vom

considera partitionarea matricei D = (B :R ] € R™™, jar multimile

de indici pentru coloanele corespunzitoare le notdm cu B si R.
Conform ipotezelor de lucru, baza B este primal admisibild pentru
subproblema (2.3.20) si deci, solutia de bazi asociati are toate com-

ponentele nenegative: :EOB > 0, unde Zg = B! - b, fiind asadar o

sulutie admisibild a sistemului

B-azg4+ R-2r =05 ,
{ 28>0, zp>0 (2.3.23)

Pe de alti parte, vectorul < : 2 > verificd doar sistemul de ecuatii de

mai sus, dar incalci conditia zg > 0, dcoarece in ipotezele teoremei.
Zg contine elemente negative.
Pentru A € [0, 1] definim vectoul z (A) € R™ astfel:

a:(A)z(iz((i))>:(1—,\)(503>+A(§2>.

Avem evident D -z (A) = b, oricare ar fi A € [0,1] . Deoarece zr (A) =
AIr > 0, pentru ca z (A) si fie o solutie a sistemului (2.3.23), este
suficient s& impunem conditia

IB(/\) = (1 ——)\).’L‘B-l—)\f?g >0,
adici,
( pentru orice 7 € 7,
C {1,2,...,m}. Prin urmare, luind
Ag = min { (Zs), } = (Zz), ; (2.3.24)

(Z5); — (Z8); (ZB), — (¥B),
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avem z (Ag) > 0, i z. (Ag) = 0.

Vom nota J = {j[ (3r), > 0} C {1,2,...,n—m}. Multimea J
este nevid¥, deoarece in caz contrar, Zr = 0 si atunci. din (2.3.22)
rezultd Zg = B~ - b > 0, ceea ce contrazice ipoteza ci Iz are com-
ponente negative. Deoarece z (XAg) verificd sistemul D - z = b, putem
scrie

B (Zg+ X (i —Zg)) +A02Rj (Zr); = b,
JjeT
sau, inmultind la stinga cu B~! si tinand seama ci z, ()\o) = 0, avem

m

Y zi(M)e'+ XY BT R (&), = B b, (2.3.25)

unde e € R™ este vectorul unitar cu 1 pe pozitia <. Rangul matricei
sistemului (2.3.25) este egal cu m si este acelagi ca cel al matricei
D. Deoarece vectorii e* sunt linar independenti si sunt doar m — 1
la numdr, rezultf ci existd un s € J astfel incat (B! R*). # 0. Cu
alte cuvinte, din (2.3.25) deducem ci sistemul D - ¢ = b admite o
solutie nenegativ chiar si in absenta coloanei B” din matricea D. In
baza Teoremei fundamentale a programdrii liniare, dac¥ z (X\g) este o
solutie admisibild pentru (2.3.23) in care coloana B lipseste. atunci
existd si o solugie admisibild de bazi. Matricea de bazi astfel obtinuti
nu va contine pe B7, in schimb, va avea in componenta ei cel putin o
coloani R*, s € J. Astfel, teorema este demonstrati. [ ]

Pentru a obtine o noud bazi primal admisibils B; corespunzitoare
unui bloc neoptimal ¢, adicd pentru care vectorul Zg determinat din
(2.3.22) are componente negative, este suficient si se rezolve o pro-
blem4 de tipul

min {z,}
in raport cu B-zp+ Z R (zr); =b (2.3.26)
i€eJ
220, (zr);20,j€J

unde indicele 7 realizeazd minimul din relagia (2.3.24). O matrice

initiald de bazi este chiar matricea B, iar problema admite o solutie
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optimd in care xz, este o variabild secundara.

Prin rezolvarea problemelor de tipul (2.3.26) pentru fiecare bloc
neoptimal, se obtin matricele de bazi noi B; cu ajutorul cirora se
determind o nou# problemi redusi si procedeul se repeti.

Deoarece metoda descrisd aici foloseste tot o tehnicd de partitionare
si relaxare, rezultatele generale se pot aplica si aici pentru a justifica
faptul ci problema se poate rezolva intr-un numir finit de iteratii.

Procedeul descris mai sus se poate rezurna in urmétorul algoritm:

Algoritmul lui Rosen

Pasul 0. Se determin¥ pentru fiecare bloc i = 1, k, bazele initiale B;
prin rezolvarea subproblemelor (2.3.20). Dac# una din subpro-
bleme nu admite solutie, atunci nici problema (2.3.16)-(2.3.19)
nu are solutie. STOP.

Altfel, cu ajutorul bazelor B;, i = 1,k, se formeazd problema
redusd (Pgr).

Pasul 1. Se rezolvi problema redusi (Pg). Dacd (Pg) nu are solutie,
atunci nici problema (2.3.16)-(2.3.19) nu are solutie. STOP.
Altfel, se obtinc o solutic optimi (Zr,,....Zr,) -

Pasul 2. Se calculeazi i , i = 1.k, din relatia (2.3.22).

Pasul 3. Daci g, > 0, i = 1, k, atunci (Zg,,Zr,. ., Z8,, Ir,) €ste 0

solutie optim4 a problemei (2.3.16)-(2.3.19). STOP.
In caz contrar, pentru fiecare bloc i in care Zp, are componente
negative, se determin¥ indicele » € Z din formula (2.3.24) si se
rezolvd problema (2.3.26) corespunzitoare, obtinadndu-se o noud
bazi primal admisibila B,.

Pasul 4. Cu ajutorul bazelor B; obtinute la pasul anterior, sc formeaz
0 noud problem3 redusi si se revine la Pasul 1.

Observatia 2.7 FEristd diferite moduri in care se poate alege vari-
abila asupra cdreia sd se impund conditia de nenegativitate incdlcatd.
Deoarece aceastd operatie nu conduce la mdrirea dimensiunit proble-
mei reduse, devine atractivd ideea de a tmpune cGt mai multe astfel de

conditit in acelast timp. Acest lucru se poate realiza cu usurini{d prin
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inlocuirea functiei obiectiv din problema (2.3.26) cu

min{ E zi} i
i€

Considerarea unor astfel de probleme se poate face pentru fiecare bloc
neoptimal.

Observatia 2.8 Dacd testul de optimalitate nu este indeplinit, in
urma operatitlor care se efectueazd asupra blocurilor neoptimale la
Pagiv 3 §i 4 ai algoritmului, baza optimd a problemer reduse se trans-
formd intr-unae dual admisibild. Astfel, la iteratia urmdtoare, se poate
folosi algoritmul simplex dual pentru rezolvarea problemer reduse.

Pentru a justifica observatia de mai sus, s& considerdm o problemi
cu un singur bloc:

inf {c* T

in care A € R™*® D e R™" jar c € R*, by € R™ si b € R™.

Deoarece orice problema de programare liniard, care are cel putin
doud restrictii, poatc fi consideraty in forma de mai sus, rezultd ci
algoritmul lui Rosen are un caracter general. Pe dc altd parte, intr-o
problemd cu mai multe blocuri, acestea sunt independentce intre cle,
in sensul ca orice schimbare de bazi efectuats in cadrul unui bloc nu
are efect asupra celorlalte blocuri, iar in ceea ce priveste restrictiile
de cuplarc, schimbdrile care survin aici se aplici doar in zona care
corespunde bocului respectiv. Din aceastd cauzd, analiza pe care o
facem in continuare asupra problemei (2.3.27) se poate extinde farid
nici o dificultate si la problemele cu mai multe blocuri.

A'l':b() )
Doat ..czo}. (2.3.27)

Prin partifionarea coloanelor lui D = <B : R) in raport cu 0 ma-

trice nesingulard B, avem

zg=B'-b—B ' R.zgx (2.3.28)
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2.3 Metode de partitionare si relaxare 93
§i substituind pe zp in problema (2.3.27), obtinem problema redusi
inf {7T : 1:73} + a
in raport cu M- -zr=0 (2.3.29)

$R20

in care conditia zg > 0 este relaxatd si am introdus notatiile:

¥T = cp—cp-B'-R
a = cg-B7'b

M = Ar~-Ag-B™' R
B = by—Ap-B7'1-b

Rezolvarea problemei reduse conduce la partitionarea coloanelor
matricel M = | My ]\/[2> , unde M, este matricea de bazd optimai.

Vom nota cu R, si Ry, mul{imile de indici corespunzitoare coloanclor
care intrd in componenta lui M, respectiv Mj.

Printr-o eventual¥ reordonare a coloanelor problemei (2.3.27), putem
counsidera B = {1,2,...m}, Ry = {m+1.m+2,..m+mg} si
Ry = {m+mg+1,..,n}. Tabloul simplex corespunzitor solutiei
optime a problemei (2.3.27), va avea urmitoarea structuri:

IR] .1'7;"-2
7 -1
I'R_l ,3 Imo ]\41 . M2
T T
2 Om0 w

unde § = M; '3, v este valoarea optim# a problemei reduse, 0,,, este
vectorul nul de dimensiune myg, I, este matricea unitate de ordinul
My, iar w_ este vectorul linie constituit din costurile reduse. Deoarece

M, este o bazi optimi, avem w < 0. Putem extinde acest tablou prin
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includerea in el si a restrictiilor (2.3.28):

B IR, IR,

zg | b I, Yr, Yr,
1:7?.1 B Omg xm Imo Ml_l . ‘MQ

T T T
v 0, 0, w

unde b = B~!.bsi Y = B~!. R. De fapt, tabloul de mai sus rcprezint3
o rescriere a problemei (2.3.27) intr-o forma echivalenta.

Dacid presupunem acum cd vectorul Ip = b— Yr, - 8 arc o com-
ponentd negativi, fie aceasta (Zp), < 0, atunci, conform algoritmului
lui Rosen, existd o componentd y., 7 0 a matricel Yz, pentru care
(Zr,), = Br > 0. Schimbarea de bazi, care se efectueazi pentru in-
locuirea variabilei (zg,), = Zm-kx cu (zg), = z,. se va realiza cu
pivotul y.,. Deoarece in tabloul considerat mai sus, ultimul element
din coloana k € R, este zero, valorile lui v §i w nu se vor modifica in
urma schimbirii de bazi. Astfel, noua bazi care se va obtine pentru
problema redusi va rimane dual admisibild. De asemenca, cele myg
linii din tablou, corespunzitoare lui R,, vor r&mane neschimbate, cu
exceptia liniei k. care va primi valorile dup# cum urmeaza:

_’L’T e ITTL"}"l e m"L—{—k v :I"Tn +mo
0 1 e 0 0

/Bk —_— .EL e 0 ;1. 0 . —Yrl 0 —yer
Yrk Yrk Yrk Yrk
0 0 Ce 0 e 1

De aici se vede cu usurintd ci, pentru noua problemi redusd, in care
vom avea RT™ = R\ {k} U {r}. inversa matricei de bazi se obtine
din cea veche astfel:

(MIT.O‘U.)—I — .rk . A/[l_l

unde E.; este o matrice patratici de ordinul my, care diferd de ma-

tricea unitate doar prin linia &, care se inlocuiegte cu linia  a matricei
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Yr,. luadnd toate elementele cu semnul schimbat

1 6 0 0 0\
0 - 1 0 0 0
Ev=1 —y1  —Yrk=1 ~Yrk —Yrks1 " —Yrmy
0 0o 0 1 0
0 0 0 0 1)

Indiferent de numdrul de schimbiri de variabild carc se face in-
tre componentele lui zp §i zg,, valorile lor corespunzitoare nu se
vor schimba, deoarece acestea reprezintd solutia unici a sistemului
de ecuatii

Im'-TB'*"YRl‘IR; = b
= f

Imo . .’IIR1

Prin urmare, noua bazi M[*°“, care se obtine pentru problema redus4,
va fi dual admisibild, deoarece w < 0 rdméne neschimbat si solutia
corespunzitoare confine componente negative.

2.3.4. Exemplu de aplicare a algoritmului lui Rosen

S¥ considerdm urm#toarea problema:
inf {—2?1 — X9 — 21’5 — Tg + .’L'S}

in raport cu

1 42z, +2z5 +x6 = 40
T, +xzo +4z5 +2x¢ =50
I +3.’L‘2 +z3 =30
2z, +x3 +1z4 =20
Zs +z- =10

Tg +xg =10

I +zg +x9 =15
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Pasul 0. Pentru determinarea bazelor primal admisibile initiale, vom
rezolva subproblemele:

1 43z +zx3 =30
inf —T) — I3 21‘1 +ZI2 —+—_IL'4 =20
z; 2 O: 1= ]-',
care are solutia optimi: z; =6, 7o =8, 13 =24 =0, si
T3 +x7 =10
. Tg +2xg =10
inf { —2z5 — z¢ + zg —— tmy =15

5512()’2:5‘9

care are solutia optima: z3 = 10, 2 = 28 = 3. 7 = L9 = 0.
Bazele initiale vor fi:

(13 : a1/ -1 3 .

B, = ( 9 1 ) , care arc inversa B = z ( 9 _1 ) s
1 00 1 0 0
By=1011]. carcarcinversa By'=| -1 0 1
110 1 1 -1

Cu ajutorul matricelor de baz& B; si By, se fac urmitoarele sub-
stitutii in functia obiectiv si in restrictiile de cuplare ale problemei

initiale:

1 = 6 _ _‘% % T3 _ 6 + %Is — %J‘4

Ty 8 é —é I g %333 " %I4

Zs 10 1 0 10 — -
L7

g | = 5 - -1 1 (z ): 5+ 27 — 1o

Tg 5 1 -1 9 5 — 2+ 24

Se obtine astfel problema redusi:
%a:g + %1‘4 +r,+a9="7
inf ¢ —29 + —;—1:3 + §x4 — Z7 4 3x9 é:r;; + %1:4 + 227 4+ 229 = 14
z; >0, i€ {3,4,7,9)
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Iteratia 1.
Pasul 1. Se rezolvd problema redusi, care are solutia optima:

7 =7, T3 = T4 = Tg9 = 0, iar valorarea optim3 este:
—-29 — 7= -36.
Tabloul simplex corespunzitor solutiei optime este:

T3 T4 I7 I9g

z3(0]1 0 0 0
22710 1/5 1 1
710 -3/5 0 4

Pasul 2. Cu solutia problemei reduse, determindm valorile vari-
abilelor substituite:
6
8

(2)-()-(7 4

I5 10 1 0 - 3
Tg ) 1 -1 -2
Pasul 3. Deoarece zg = —2, solutia nu este optimad. Va trebu

deci si efectudm o schimbare de bazi in blocul al doilea,
inlocuindu-1 pe z7, care este singura variabili care are o
valoare pozitivd, cu ag, care are o valoare negativd. Noua
baza va corespunde variabilelor zs, zg si 7, deci

101 0 -1 1
Bv=10101|, By '=]0 1 0
110 11 =1

Pasul 4. Se formeazi o nou# problemi redusi corespunzitoare
lui B7°*, efectuand in problema initiald substitutiile:

(2)-(5)-(7 4

><$3)_ 6+ 13 — 2z
Z4 8—%I3+é$4

T3 ) -1 1 T 5+1E8—'IE9
ze | = 10 | - 1 0 <18)= 10 — zg
T7 5 1 -1 9 5 — zg + g
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Problema care se obtine cste:
%I3+%I4—Ig+2lg =2
1 2
inf{ =34+ 523 + 53:4 — Tg + 224 é$3 + §I4 — 213 + 419 =4
r; >0, i€ {3,4,8,9}

Iteratia 2.
Pasul 1. Pentru rezolvarea problemei reduse, vorn scrie tabloul

simplex in raport cu baza corespunzitoare lui x3 si zg, care
stim ci este dual admisibil4:

I3 Iy Iy Ig
z3 | 0| 1 0 0 0

g |-2| 0 -1/5 1 [-2]
210 -1/5 0 0

Aplicand algoritmul simplex dual, zg va fi inlocuit in bazi

de zq:

I3 L4q Ig Ty
z3 |0 1 0 0 O
g |10 -1/10 1/2 1
210 -1/5 0 O
Acest tablou este optim. solutia fiind: zg = 1, 23 = 74 =
zg = 0, iar valoarea optima a problemei redusc va fi egali
cu —-34+2=-32.
Pasul 2. Calculim valorile variabilelor substituite:

) 6 -4 3 0 _/(6
(2)-(3)-(7 2)(0)-(3)
Ty ) -1 1 0 4
Zg = 10 - 1 0 ( 1 ) = 10
Ly ;) 1 -1 6
Deoarece acestea sunt toate nenegative, solutia obtinuti in
aceastd interatie este optim& pentru problema bloc-unghiu-
lara: .131=6,.’L'2=8,133:334:0,1'5:5,:66:10}1'7:5,
zg =0, zg = 1, cu valoarea optimi: —32.
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Capitolul 3

Metode cu siruri recurente

3.1. Introducere

Algoritmul simplex se bazeazd pe urmitoarea strategie: porneste
dintr-un punct de extrem al domeniului de admisibilitate (dacX acesta
existd), alege de-a lungul unei muchii un varf adiacent cu cel anterior,
astfel incat valoarea functiel obiectiv si-si Tmbunititeascd valoarea;
procedcul se repetd pand cand, fie se ajunge intr-un varf optimal, fie
valoarea fumnctiei obicctiv devine nemarginitd de-a lungul unei raze
extremale a domeniului. Cu alte cuvinte, ciutarea solufiei optime
se face pe frontiera domeniului de admisibilitate, directiile folosite
fiind de-a lungul muchiilor domeniului. Aceasti strategic s-a dovedit
insi ncadecvatd pentru problemcle liniare de dimensiuni mari. timpul
de rezolvare devenind prohibitiv din cauza nurmdrului mare de iteratii
care creste exponential in raport cu dimensiunea problemei.

Murty si Fathi [26] au prezentat variante ale algoritmului simplex
care constau in alegerea succesiunii de varfuri dupd directii ce trec
prin interiorul domeniului de admisibilitate sau al unei fete de dimen-
siune cel putin doi. Se poate demonstra ¢4, in ipoteze putin restrictive,
acesti algoritmi sunt finiti, iar implementarea. lor .se face folosind in-
versa bazei curente, intocmai ca la algoritmul simplex. Experimentelc
de calcul au pus in evidentd faptul ci timpul de rezolvare a proble-
melor liniare este imbundtitit pe aceastd cale fati de varianta clasica,
dar fenomenul cresterii exponentiale a iteratiilor odatd cu cresgterea
dimensiunii nu este eliminat.

Fenomenul acesta s-a putut constata chiar si la metodele de descom-
punere sau partitionare, folosite in rezolvarea unor probleme reale.

99
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O alternativi la aceste metode a fost elaborarea unor algoritmi care
si construiascd un sir de puncte convergent citre solutia optimi, fie
din ineriorul domniului de admisibilitate (metode de punct interior),
fie din exteriorul acestuia (metode de punct exterior). Inspiratia pen-
tru o astfel de abordare provine din optimizarea neliniard. Ceea ce se
urméreste in mod deosebit la aceste metode este ca efortul de calcul
sd nu mal aibe o cregtere cxponentiald in raport cu dimensiunea pro-
blemei, ci si fie "in timp polinomial” - notiune pe care o vom explica
in paragraful urmator.

Prin publicarea in 1979 a algoritmului elipsoidal, Hacian [16] a fost
primul care a pus in evidentd posibilitatea obtinerii unor metode care
sunt mai eficiente in rezolvarea problemelor de dimensiuni mari decéat
cele bazate pe algoritmul simplex. Fiind o metodd de punct exterior,
acestd inovatic in ceea ce priveste abordarea problemelor liniare, a
fost primitd pentru inceput cu destuld retinere, deoarece viteza sa de
convergenti nu a fost suficient de convingitoare. Abia dup4 publicarea
in 1984 a algoritmului lui Karmarkar [20], interesul pentru astfel de
metode alternative a cunoscut o dezvoltare remarcabild.

Algoritmul lui Karmarkar este o metodd de punct intcrior pentru
rezolvarea problemelor de programare liniard. El neccsitd cunoasterea
unui ”punct initial” din interiorul domeniului de admisibilitate, pen-
tru ca incepind cu acesta, si se gencreze un sir de puncte din interiorul
domeniului de admisibilitate, cu proprietatea c¢d costurile lor s& con-
veargl cdtre costul optimal.

Existd doui tipuri de astfel de algoritmi:

e algoritmul proiectiv, care foloseste transformri proiective pen-
tru generarea sirului de puncte. Karmarkar a demonstrat c al-
goritmul este convergent si rezolvd problema in timp polinomial;

e algoritmul afin, care foloseste transformiri afine pentru gene-
rarea punctelor. Pentru acesta nu s-a demonstrat cd poatc s&
conveargd in timp polinomial, in schimbh, el prezintd evidente
avantaje pentru implementarea lui practica si de altfel, majori-
tatea consemndrilor cu privire la performantele obtinute de al-
goritmii de punct interior, sunt ficute pentru cazul afin.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.2 Algoritiul elipsoidal 101

Pentru ambcle variante existd un cAmp vectorial al solutiilor ad-
misibile, care poate fi descris de ecuatii diferentiale din care se obtin
traiectorii ale solutiilor admisibile in interiorul domeniului, iar toate
aceste traiectorii ajung la o solutie optima. De reguld, cele dou# tipuri
de algoritmi genereazi puncte de-a lungul unor traiectorii diferite, dar
ele au totusi in comun o traiectorie, numitid "traiectoria central¥”.

3.2. Algoritmul elipsoidal

Primul algoritm in timp polinomial a fost elaborat de matemati-
cianul sovietic L.G. Hacian [16] si este o metodd de punct exterior.
Acest algoritm nu rezolvd direct o problem3 de programarc liniara.
ci un sistem de inegalitdti echivalent cu aceasta. Deoarece conceptul
principal pe care se bazeazi este cel de "elipsoid”, metoda mai este
cunoscutd si sub denumirea de ”algoritmul elipsoidal”.

Calculatorul virtual.

Pentru a putea evalua cu mai multd usurintd efortul de calcul
in aplicarea algoritmului, vom considera ci avem la dispozitie un
calculator virtual, care are urméitoarele caracteristici:

- toate operatiile aritmetice ( +, -, *, /) sunt efectuate intr-o uni-
tate de timp, indiferent de méarimea operanzilor, iar rezultatul
este obtinut exact (fard trunchiere). De asemenea, ridicina pa-
tratd se poate extrage cxact §i tot intr-o unitate de timp;

- se pot efectua comparatii;

- nu existd limit&ri pentru reprezentarea numerelor.

Evident, calculatoarele reale nu se bucuri de toate acestc propri-
ctatl. Rezultatele operatiilor aritmetice sunt de cele mai multe ori
trunchiate, ca de altfel si extragerea rddicinii pitrate, care in plus, se
obtine In urma unui proces iterativ ce implici foarte multe operatii
aritmetice.

Mirimea unei probleme.

Fiind dat& o problemi de programare liniard, vom numi marimea
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problemei numirul de biti necesari pentru reprezentarea binard a
tuturor coeficientilor nenuli. Acest numdr il vom nota cu L si valoarea
sa este estimat prin formula:

L =mn + [log, |P|] + n [log, n] (3.2.1)

unde m si n sunt dimensiunile problemei, iar P este produsul tuturor
coeficientilor nenuli din problem&. Notatia [z] reprezintd cel mai mic
numdr natural care este mai mare sau egal cu z.

Rezolvarea in timp polinomial.

Vom spune c§ o problem¥ se poate rezolva in timp polinomial,
daci existd un polinom p si o metodd de calcul prin care se obtinc
solutia optim intr-un numir de operatii ce estc marginit de valoarca
p (L), unde L este mirimea problemei.

Bine-nteles, acest concept este legat de existenta calculatorului
virtual. Chiar dacd un astfel de calculator nu existd in mod real,
valoarea p (L) pune in evidentd efortul de calcul necesar pentru re-
zolvarea problemei. Astfel, timpul de rezolvare a unei probleme va
avea o crestere ”polinomiald in timp” in raport cu marimea L, gi nu
una "exponential®” in raport cu dimensiunea ei.

3.2.1. Probleme liniare echivalente

Vom considera urm#toarea problem& de programare liniara:
inf{cT-I|A-:c=b.IZO} (PL)

unde A € Z™" b€ Z™, c € Z™ 1 rang (A) = m. Cerinta ca toate
datele problemei si fie numere intregi nu constituie o restrangere a
generalititii, deoarece, din punct de vedere practic, se lucreazi oricum
numai cu numere ragionale si amplificarea acestora cu numitorul lor
comun, conduce la o problem# in forma de mai sus.

Daci considerim problema dual¥ a lui (PL):

sup{b" -u| AT -u<c} (DL)
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atunci rezolvarea problemelor (PL) si (DL) este echivalentd cu gisirca
unei solutii a sistemului liniar:

Az =5}
z >0
AT-’U, 26 (SL)

¢z —bT-u <0

Din teoria dualitdtii stim ci inegalitatea stricti ¢’ -z —b" -u < 0 nu
are loc niciodat, pentru orice z si u care verificd primele trei conditii
din (SL). Prin urmare, o solutie Z, @ a lui (SL) trebuie si verifice
¢ -Z—b".7% =0, de unde rezulti ci I va fi o solutie optimi a lui
(PL). iar @ o solutie optim& a problemei duale (DL).

Sistemul liniar (SL) se poate rescrie cu usurintd sub forma unui
sistem liniar de inegalititi (orice egalitate este echivalenta cu o pereche
de inegalititi):

S-y<p
unde y = (z,u)’ € R™™ iar
A Onixm b
_A Omxm "b
S = -1, Ouxm si 3=1 0,
Opun AT ¢
c’ —bT 0

Deoarece in continuare ne vom ocupa de gisirea unei solutii a sis-
temului de inegalitdti, vom nota matricea S tot cu A, iar termenul
liber 3 cu b, fard a face confuzie cu notatiile de pana acum:

A-z<b (SI)

unde A € Z™*" si b € Z™.

Dac# L este mirimea problemei (PL), calculatd conform relatiei
(3.2.1). atunci mirimea lui (SI) va fi aproximativ 3L. Concluzia care
se desprinde de aici este urmitoarea:

Observatia 3.1 Dacd existd un algoritm polinomial tn tirnp care sa
rezolve sistemul de inegalitati (SI), atunct gi problema de programare
liniard (PL) este rezolvatd in timp polinomial.
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Urmadtoarele leme oferd unele rezultate tehnice pe care le vom folosi
in justificarea algoritmului elipsoidal.

Lema 3.1 Dacdv € R” este o solufie de bazd a sistemului de ecuatii

A-x =b, 1ar L este mdrimea acestuia, atunci existd numerele intregi
d# 0 g dy, dy,..., dn, astfel incdt v, = %i i =1,n, 1ar |d| < 2 &

I’Uil < 2L.

Demonstratie. Deoarece v este o solutie de bazi, existd o matrice
B = (A%... A'm) € Z™™, format¥ din coloane liniar independente
ale lui A, astfel incit det (B) # 0. Vom lua d = det (B). Elementele
lui A fiind numere intregi, rezultd d € Z. Pe de alti parte, avem:

|d| < Z !ail.ﬂ(il)a’iz,o(iz) e aim,a(im)' <m! |P| <
oE€EST
< nl|P| < n™|P| = 2rlesntlogl Pl o ol

unde S,, este multimea permutdrilor de m elemente, iar P produsul
tuturor elementelor nenule din A si b.

Deoarece v este o solutic de bazd, componentele v;, care nu cores-
pund coloanelor din B, vor fi egale cu zero si deci puntem considera:
v; = g. Celelalte componente se pot obtine din regula lui Cramer,
rezolvand sistemul B -z = b. Astfel, putem scrie: v, = %, unde d; este
determinantul obtinut din d, in care o anumitd coloani este inlocuitd
cu b. La fel ca mai sus, |d;| < 2%, si deoarece d # 0. rezulti |d| > 1.
Prin urmare, [v;] < 2F. [ ]

Lema 3.2 Dacd v §i w sunt solulii de bazd ale sistemului de ecuatii
Az=bg|cT-v—c w| <272 atuncic’ -v=c" - w.

Demonstratie. Prin reducere la absurd, presupunem ¢" - v # ¢' - w.
Deoarece componentele solutiilor de baz v §i w sunt numere rationale
cu numitorii mai mici ca 2%, puntem scric: ¢’
unde |d;| < 2" si |dy| < 2F. Avem:

=M =N
v=ghsic cw= g2,

N ]_VZ doNy — ) N,

d; dy dd,
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Deoarece do N1 — dy Ny # 0, rezultd |da Ny — dj No| > 1, si astfel,

—-2L
> 072k

T T
lcT v —¢ w‘2|d1d2|

ceea. ce este in contradictie cu ipoteza din enunt. ]
Reamintim ci prin A; notdm linia ”7” a matricei A. Pentru orice
v € R™, vom nota
0;(v) =A;-v—b

99
1

Astfel, daci v satisface inegalitatea a ”i”-a, avem 6; (v) < 0.

Lema 3.3 Pentru orice v € R", existd y € R™, astfel incdt:

i) 0;(y) < max{0,6,(v)}, pentru orice i = 1,m. Cu alte cuvinte,
toate inegalititile satisficute de v nu sunt incélcatd de y.

1) multimea vectoriald {A; | pentru care 6, (y) > 0} este un sistem
de generatori pentru liniile matricei A.

Demonstratie. Este suficient si aritim c#, dacX v nu satisface
conditia i), atunci existd un vector v’ care satisface 1) si

{i]6:(v') 20} 2{e]6:(v) >0}

Reluand un astfel de procedeu de cel mult m ori, obtinem vectorul y
cu proprietitile cerute de lema.
Vom presupune, dupid o eventuald reordonare a liniilor lui A, ci

8;(v) > 0 pentrui=1,k,
0;(v) < 0 pentrui=k+1,m.
Deoarece {4, ..., Ax} nu este un sistem de gencratori pentru liniile

matricei A, existd l € {k + 1,...,m} astfel incat liniile Ay, ..., Ax, A s
fie liniar independente. Atunci sistemul de ecuatii

Ai'I = 0, i=1,k’,
A[-l‘ =

cste compatibil si are o solutie u € R™. Pentru A € R, definim vectorul

vV =v+
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Deoarece A; - u = 1, putem lua
- =i (u)

A=
mln{ e

Se observd cu usurintd c 0 < A < —6,(u) si existd un indice
i. € {k+1,...,m} pentru care

91'_ (’U) + /\Ai_ cu=10
Pe de altd parte, avem:
91'(1.),) =A1(v+/\u)—b=9,(1')+/\Azu

Din alegerea lui A, rezulti ci pentru orice i = 1,m, avem 6, (v') < 0
si in plus, existd un indice ¢, € {k + 1,...,m} pentru care avem
g:. (v') = 0. Astfel, lema este demonstrati. |
Deoarece algoritmul elipsoidal caut de fapt o solutie a sistemului
de inegalit&ti stricte
A-z<¥t (SIs)
unde b, = b; + ¢, iar ¢ = 272 (L fiind marimea problemei (SI)),
teorema care urmeazi stabileste o anumit echivalent intre sistemele

(SI) si (Ss).

Teorema 3.4 Sistemul de inegalitdti (SI) are o solutie, dacd si nu-
mai dacd (SIs) are o solutie. In plus, ezistd un algoritm polinomial in
timp care transformd o solutie a lui (SIs) intr-o solutie pentru (SI).

Demonstratie. Evident, orice solutie a lui (SI) este si o solutic
pentru (SIs).
Reciporc, fie v € R™ o solutie a lui (Sls):

A-v<b+e, 1=1m.
Fie y € R™ vectorul obtinut prin Lema 3.3. Dac& A; - v < b;, atunci ,
A -y—b=06;(y) <max{0,6; (v)} = 0.
Daci b; < A; - v < b; + ¢, atunci,

A -y—b=0;(y) <max{0,0; (v)} <e.
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Din cele de mal sus rezulti ca

A;-y<b;+¢e, pentruorice:=1,m. (3.2.2)
Vom reordona inegalitétile astfel incat
Ay 2 b, 1<i<p, (3.2.3)
Airy < b, p<i<m

si deoarece {A;, ..., Ay} este un sistem de generatori al liniilor matricei
A, fie 7 < p, numirul de linii liniar independente, adici,

{Ai, ..., A+} este o bazd pentru liniile lui A. (3.2.4)

Fie z € R™ o solutie a sistemului de ecuatii

Ai'l‘:bi, lS’LST‘

Vom ardta ci A-z <b.
Daci tinem seama de (3.2.4), pentru orice k = 1, m, putem scrie

Ar = NA, (3.2.5)

=1
unde coeficientii A; = % se pot obtine aplicdnd regula lui Cramer.
Din Lema 3.1 avem |d| < 2 si pentru orice i = 1, m, |d;| < 2%. Fara

a pierde generalitatea, vomn presupune ci d > 0 (schimband eventual
douX linii intre ele). Avem:

T dl
'A‘k cZ bk = ;EAI -2
de unde, prin amplificarea cu d, obtinem:
d(Ax-z—be) =) dib;— dbe € Z. (3.2.6)
=]

Pe de altd parte, tindnd seama de (3.2.5) si (3.2.2), putem scrie:

d(Ak'Z—bk) = Zd1b1+d(Ak—Z)\1A1>y—dbk:
i=1 i=1
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= =) di(Ay—b)+d(A-b) <
=1

r+1

o7 <1

< Z|di|e+d€ <(r+1)2ke <
=]
Aceastd inegalitate, impreund cu (3.2.6) implicd: d(Ax -z — b;) < 0.
Deoarece d > 0, rezultd
Ar-z2—-b, <0, pentruoricek=1,m

si astfel teorema este demonstrati. =

3.2.2. Transformari afine si elipsoizi

Definitia 3.1 Aplicatia T : R® — R" este o transformare afind,
dacd existd t € R™ gi matricea nesingulard QQ € R™"™ astfel incdt:

T(x)=t+Q z.

Orice transformare afind este inversabili. Dacd notam y = T (z) .
transformarea inversa este:

T (y)=Q 7' (y—t).

De asemenea, se poate demonstra cu ugurinti ¢ pentru orice multimi
A.B C R". avem:

TANB)=T(A)T(B).

ACB = T(A) CT(B).

Pentru vectorii z € R™ vomn considera norma cuclidiani
lzll = VaT - .
Definitia 3.2 Sfera de centru c € R™ g1 razd r > 0 este multimea
Se,r)={zeR"| e —¢cl| <r}.
Definitia 3.3 Imaginea sferei unitate S (0,1) printr-o transformare
afind T (z) =t + Q - T este un elipsoid:
T(S(0,1)={t+Q -z|z" -z<1}.
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Dacd notdim y =t + Q -z, atunci z = Q! - (y — t), si prin urmare,
T(S(0,1)) = {t+Q x|z’ -z<1} =

= {yl (y—t)T'(Q‘l)T-Q”l-(y—t)S1}=

= {ylw-v" B w-v <1},
unde am notat B=Q - Q".

Deoarece @) este nesingulard, matricea B este simetricd si pozi-
tiv definitd. Reciproc, pentru orice matrice B, simetricA si pozitiv
definita, existd o matrice nesingulard Q astfel incat B = Q - Q7.

Din cele prezentate mai sus rezultd ci orice elipsoid E; este descris
de o form# p#tratica:

B={yeR"| (y-9 - B (y-1) <1},
unde ¢ € R™ este centrul elipsoidului, iar B este o matrice simetrica si
pozitiv definita.

Pentru a intelege mai bine fenomenul care se petrece prin aplicarea
unei transformiri afine, s considerdm elipsoidul centrat in originea
spatiului R™:

Eo={yeR"|y"-B' y<1}.

Fie matricea diagonald A = diag (A1, ..., \,), unde A;, i = 1, n, sunt
valorile proprii ale matricei B si U matricea ortonormald (U~ =U").
cu liniile formate din vectorii proprii normalizati, corespunzitori va-
lorilor proprii. Din teoria spectrald se stie ci:

B=UT-A-U

1 prin urmare avem
Bl =UT AU = (\/FU)T(\/FL)

-1 — L L A . . ;
unde VA-! = diag (‘/A—l,..., \/E) Tindnd cont de aceste lucruri,
putem scrie:

Eo = {yERn

yT.(\/F-U)T-(\/F-U)-ygl}=
(\/F-U-y>T-(\/F-U-y)51}.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro

= {ye]R”




110 Capitolul 3: Metode cu siruri recurente

Daci notdim z = VA~1-U -y, atunci y = Uu'. \/K-l‘, de unde rezultd
Eo={UT-\/K-z’ zT-ISI}.

Interpretind expresia de mai sus, coordonatele unui punct z € S (0,1)
sunt scalate fiecare cu factorul /X;, 1 < ¢ < n, iar dupd aceea U’
efectueazd o rotatie asupra lor.

Exemplul 3.1

) . ) ..
Si considerdm matricea B = ( 9 8 >, a cirei inversi este B~! =
2 L
( 9 $8 ). Elipsa cu centrul in sistemul axelor de coordonate,
18 3

6
definitd de aceastd matrice, este:
Ey = {yeR*|y"-B ' .y<1}=
2 1 B)
= eR*| Zyf— = —2-1<1}.
{y | Q¥ — gt g — 1<

Valorile proprii gi vectorii proprii normalizati ai matricei B sunt:

2 1
4«—)(_‘[1’) si 9«—5(‘5‘%)
V5 v
Prin urmare, avem:
2 1 2 _ 1
- (4 2)(00)(%7)
% B/\09 )\ F
2 1 2 _ 1
(s F)(20Y (20 E T
-~ 7 0 3 0 3 % %

si deci, elipsa se poate descrie astfel:

0 ~-1 2 3z
V5 VB 2

adicd, punctele din sfera unitate sunt scalate cu factorul 2 in prima
component#, cu 3 in cea de-a doua componentd, iar apoi se efectueazi

S
—Ct

zf-i—:cggl},

-1 2
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(0 : . 3 1 . .
T = ( 1 ) de pe sfera unitate, devine y = 7 ( 9 ) , §1 reprezintd

varful elipsei din cadranul intai. In figura alituratd sunt reprezentate
cercul unitate si elipsa Ej.

Urmadtoarele rezultate, cunoscute din geometrie si algebra liniard,
vor fi utilizate in demonstratiile teoremelor care justificd algoritmul
clipsoidal.

Propozitia 3.5 [34, p. 54] Fund datd transformarea afind T (z) =
t+ Q- z gi multimea E C R™, de volum vol (E), avem
vol (T (E)) = |det (Q)| vol (E) .

Propozitia 3.6 (Gram-Schmidt) Pentru orice vector v € R™, existd
o matrice ortogonald U astfel tncat: U - v = (||v]],0, ..., 0)" .

Pentru vg,vq,...,v, € R™, vom nota Co(vg,v,...,vs) acoperirea

convexd a multimii {vg, v1,..., v} .

Propozitia 3.7 Dacd muliimea P = {ze€R*|A-z<b} are
interiorul nevid, atunci existd n + 1 puncte extreme vg, 1, ..., Un ale
lui P pentru care vol (Co (vg, vy, ..., vn)) > 0.

Propozitia 3.8 Pentru orice puncte vg, vy, ..., v, € R*, avem:

1 11 1

1 [ |
’l)Ol(CO('UO,Ula-'«)Un))Z;i det Vg Vi Vg -+ Up
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3.2.3. Algoritmul elipsoidal

Algoritmul elipsoidal al lui Hacian determind o solutie a sistemu-
lui de inegalit#ti stricte (SIs) in timp polinimial. Ideea de rezolvare
este urm#toarea: la fiecare iteratie se construieste un elipsoid E, care
include multimea PP = {z € R* | A- z < b} . Daci centrul ¢ al lui E
apartine lul P, atunci ¢ contine solutia optim& a problemei dec progra-
mare liniard si algoritmul se opreste. In caz contrar, existd o restrictie
"1” pentru care A; -t > b;. Aceastd inegalitate defineste un semispatiu
care trece prin t si nu-l contine pe P. Prin urmare,

PCEN{zeR"|A (z-1t)<0}.

Algoritmul construieste un nou elipsoid £’ care va include multimea P
(mai exact, £/ D EN{z € R*| A;- (z — t) < 0}), si va avea volumul
strict mai mic decat cel al lui E: vol (E') < vol (E) .

In acest mod, algoritmul lui Hacian genereazi un sir de elipsoizi,
care con{in multimea P si al ciror volum este descrescitor, pana cand
centrul unuia apartine lui P.

In cazul in care multimeca P este vidd. criteriul de oprire a pro-
cedeului descris mai sus se va baza pe faptul ci. pentru toate mulii-
mile de forma lui P, existd o margine inferioard p > 0 a volumelor lor
(reamintim c& A si b au componentele numere intregi). Astfel, daca
volumul unui elipsoid devine mai mic decat p, atunci raspunsul algo-
ritmului va fi: P = 0.

In continuare, vom considera cX L este mirimea problemei (SIs)
si cd la iteratia k, elipsoidul cu centrul in punctul t; este definit de
matricea pozitiv definit¥ Bj:

Ep = {.’r ER"| (z—t0)" Byl (2 — ) < 1} (3.2.7)
Elipsoidul initial va fi sfera de razx n2", astfel ci S (0,n2%) 2 P.

Algoritmul elipsoidal.

Pasul 0. Luim K =16n(n+ 1)L, ty =0, si By = n?2%L1,,.
Pentru k = 0, K, se efectueazi operatiile urmaitoare:
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Pasul k.
— Daci A -t < b, scrie "solutia problemei este t;”. STOP.
— Dac4 existd un indice 7 pentru care A;-tp > b;, notdm a = A
si calculdm:
1 Bk ¢
t = ty— 3.2.8
k+1 n + 1 m ( )
2 (Bera)(Be-a)
n+1 a' - Br-a

n2

By

} (3.2.9)

Se trece la pasul urmadtor.
Pasul K+41. Scrie”P = (0”. (Elipsoidul a devenit prea mic ca pro-
blema (SIs) s& admit& solutii.

Exemplul 3.2

5 2 0 . .
5 8 ) Iy = 0 > definesc elipsa E.

lar restrictia incilcatd a sistemului de inegalitdti estec z; — o < —1.
In aceasti situatie, avem:

no=(32)(4)=(%)

sia'-By-a = 9. Efectuand calculele conform relatiilor (3.2.8) i (3.2.9).

obtinem:
1/ -1 1/ 52 40
tk+1:§(2>: Bk+1:§<40 64)

Ar fi suficient ca noua elipsi s# includd doar regiunea marginitd de
elipsa centrati in origine si semiplanul deasupra dreptei z; —z2 = —1.
Deoarece formulele corespunzitoare unei astfel de conditii ar fi mult
prea complicate in cazul general, se preferd ca noua elipsi si includi
semielipsa obtinutd prin intersectia dreptei z; — z2 = 0, care estc
paraleld cu restrictia incilcatd. Figura aldturaty ilustreazd situatia
din cazul nostru.

Sa presupunem cd By =
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Inainte de a justifica corectitudinea algoritmului descris mai sus,
vom demonstra doud propozitii ajutitoare.

Propozitia 3.9 Fie n > 2 g1 considerdm mulfimea

E:{a:e]R”] (z—t) -B"l-(:r—-f)gl},

unde t = (= 0,...,0)T € R™ g

n+l?
20 0
(n+1) )
s | 0 0
. n:z
0 0 n2-1

Au loc urmdtoarele:
(a) matricea B este pozitiv definitd (deci, E este un elispoid);

b semisferaHSd;f ze€R |z -z<1, 2, <0} CE;
|

vol!E! LS N
(¢) sasomy < 270

Demonstratie. (a) Avem evident B = Q - Q7, unde Q = /B este
urmitoarea matrice nesingulari:

a0 0
o[ T
0 0 —
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3.2 Algoritmul elipsoidal 115

(b) Fie z € HS. Deoarece z' -z < 1, rezultd |z;| < 1, pentru orice
¢ = 1,n. In particular, pentru z; < 0, vom avea: z? + z; < 0. Prin
urmare, avem:

(z-t) B (-1t = (”“)2<1+——) +Z

n2
2
= "y T -I+‘n—2(Il+I1)+ﬁ§
n?—1 1 .
= n? +E§_1’

deci. HS C E.
(¢) Dacs considerfm transformarea afind T (z) = t + @ - z, atunci
E =T(5(0,1)). Folosind Propozitia 3.5, avem:

n—1

n? A
+1( 1) B

n=1

(- AV (e )
N n+1 nz—1

Daci tinem scama de inegalitatea: 1 +y < exp(y), Vy € R, atunci,
1 n-—1
det < e — =
[det @) < exP( n.+l+2(n2—1)>

-1 =1
= S < 22(n,+1).
o (2(n - 1))

Propozitia 3.10 Fie By o matrice pozitiv definitd i t, € R™. Fie
a € R* a # 0, iar tyy) §1 Bryy sunt date de (8.2.8), respectiv de
(8.2.9). Notdm

HEk(a)=Ekﬂ{I€R"|aT-($—tk) SO}
unde Ej este elipsoidul definit prin (3.2.7); analog se defineste si Ex_.;.
Dacd E §i HS sunt cele din Propozitia 3.9, atunct ezistd o transfor-
mare afind T () astfel incdt:
(a) T(S(0,1)) = Ei;
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(b) T (E) = Eks1;
(c) T(HS) = HEx (a).

Demonstratie. Deoarece matricea B, este pozitiv definiti, exist¥
Q« nesingulari, astfel incat B, = Qr - Q) . In baza Propozitiei 3.6,
existd matricea ortogonals U (reamintim U - UT = I) astfel inc4t

0)’

U Qi -a=([Q o
Definim transformarea afini T (- ) astfel:
T(z)=te+ (Qx-U) -z (3.2.10)
(a) Imaginea sferei unitate prin transformarea definiti mai sus, este:
T(5(0,1)) = {T(z)|z"-z< 1}_
- {yi @) T w) <1} =
= {yl -t @) vUT gyt <1}
= {yl -t B -t S 1) = B

(b) Pentru a ardta ci are loc cea de-a doua cgalitate, vom exprima
mai intal matriceca By, si vectorul z — 4, intr-o formi echivalenti,
tinand seama cX putem scrie By = Q- U -UT - Q.

2 7 ey T
Beo = 37 | Bi — 7y P
.
= _n? T AT 2 (@UUT-Q[a)(QUUT-Q[a) | _
nzll:Qk'U'U 'Qk: n+1( agkULL;TQT 5 =
_ 2 m2  (UT-QIa)(UT-QF a)’ T T
= Qe U {ng—ll_ oy k||Q;.a||2 k UGy

Deoarece avem
IIQI-aHz 0 ... 0
o 0 0
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rezulty
n2
(n+1) 02 0
0 L 0
By = Qe U- ‘ n?-l _ UT-Qp =
0 0 L
= Q-U-B-UT-QJ (3.2.11)

unde B este matricea definitd in Propozitia 3.9.
In continuare, avem:

1 QU U -Qf-a

I — tk 1 = T — tk + =
" ntl Q-
= I—tk—Qk'U't
unde t = (55,0, ... O)T este centrul elipsoidului E. Tinind seama de
(3.2.10). putem scrie: * —tx = Q- U - T~ (z), si prin wrmare.
€ —lepa1= Q- U - (T7' (z) — 1) (3.2.12)

Folosind acum relatiile (3.2.11) si (3.2.12), rezultd urmaitoarele:

T (E) = {T(:L-) | (z—t)T B (z—t) < 1} -
{10 @ -0 B (T @) -t <1} =
=1z | (z = tep1) - (Qc') - U-B1-UT-Q¢' (& —ter) < 1} =
={z| (= ter) Bl - (2~ tor) < 1} = By
(c) Pentru orice vector z € R™ au loc urméatoarele echivalente evidente:
7, <0 < ||Q,I-a||1'1§0 = 2" -U"- Q' a<0.
De aict rezultd
T{zeR" |z, <0})={T(z) |27 UT-Q; -a<0}=
={y| T2 @) UT-Q as0f =
={yl - (@) U UT-Ql a0} =
={yl G-t -a<0}.
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Prin urmare, vom avea:

T(HS) = T(S(0,1)N{z€R" |z, <0}) =
TSSO, N)NT({zeR™ |z, <0}) =
= Ekﬂ{ylaT-(y—tk)SO}=HEk(a).

Teorema 3.11 Fie By o matrice pozitiv definitd g tr € R™. Daca
a € R* a # 0, iar tyyy §i Bryy sunt date de (3.2.8), respectiv de
(3.2.9), atunci,

(a) matricea By, este pozitiv definitd (deci, Exy1 este un elipsoid);
(b) semielipsoidul HEy (a) C Eg4q;

vol(Ej11) =
(c) —-Lvol(Ek) < 27040

Demonstratie. (a) Din Propozitia 3.10, relatia (3.2.11), deducem
Bisi = Qu-U-B-U"-Q; =
-

~ (@-v-VE)- (U VB)
si deoarece evident matricea Q- U - VB cste nesingulara, rezultd c&
By, este pozitiv definitd. In consecinta. E,,, este un elipsoid.
(b) Din Propozitia 3.10, punctul (c), avem HEy (a) =T (HS). Pe de
altd parte, din Propozitia 3.9, punctul (b), HS C E. Deci,

HE (a)=T(HS)CT(F) = Egs;.

(c) Folosind Propozitiile 3.5 si 3.9, punctul (c), avem:

vol (Ekt1) _ vol (T (E)) _ |det (QU )| vol (E) < 97T
vol (E) vol (T (S5(0,1)))  |det (QU)|vol (S(0,1)) '

]
In continuare vom analiza faptul c¥, daci un elipsoid are volumul
mai mic decat 2-("*2% sistemul (SIs) nu admite solutii.

Propozitia 3.12 Multimea solutiilor sistemului (SIs), de marime L.
are volumul mai mare decat 2-+2F

Demonstratie. Din Teorema 3.4 stim c3, daci sistemul A -z < b

are solutii, atunci si A -z < b va avea solutil. Dar ultimul sistem de
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inegalitati este echivalent cu Az + I.y = b, y > 0. Folosind acum
Lema 3.1 rezulti ci, pentru orice solutie z € R™, avem: |z| < 2% si
|2;| > 27%, Vi =1,n. Prin urmare, multimea

P={z€eR*|A-2<b, |z;| <28, |z;] > 27" Vi=T1n}

are interiorul nevid. Din Propozitia 3.7 rezultad ci existd n 4 1 puncte
extreme vy, vy, ..., U, ale lui P, astfel incat vol (Co (vg, vy, ..., 0n)) > 0.
Din Propozitia 3.8 avem
1 1 1
1
vol (Co (vg, vy, ..., Un)) > — |det - | >0
n! vy N (o

Vectorii v; fiind puncte extreme ale lui P, din Lema 3.1 rezulta ca

acestia pot fi scrigi sub forma v; = J-u;, unde d; € Z si u; € Z™
7
Rezultd
1 1 1 do d dn
| | L | |
det | = -———— |det. ‘
vy M U ‘dodl ca d”i ¢ uy Uy U '

o I N R

Deoarece valoarea detcrminantului din membrul drept este un numir
intreg nenul, rezultd

1 1
ol (Co (g, vy o)) > oo
vol (Co (v, vy, ..., vp)) > o Tdods o)
Tinand cont de faptul ci pentru orice j avem |d;| < 2% si ¢ n! < 2F
(datoritd termenului n [log, n] din definitia lui L), avem:

vol (P) > vol (Co (v, vy, ..., v)) > 2~ "L,

Observatia 3.2 Folosind un rationament similar cu cel de la in-
ceputul demonstratier de mai sus, din Lema 3.1 se poate deduce cu
usurinid cd, orice solufie a sistemului (SIs) apartine sferei
S (0, n2L) = Ey, deoarece fiecare componentd a solutiet este mdrginitd

in modul de 2.
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Propozitia 3.13 La iteratiac K = 16n(n+1)L a algoritmulus,
elipsoidul Ex are volumul vol (Ey) < 2~ (2L,

Demonstratie. Avem:

vol (Ex) < vol (Ex_1) 270 < - - < vol (Ep) 27511 = ol (Eg) 278"

Deoarece Eg C {z € R™| |z;] < n2%, i =1,n}, rezultd
vol (Eg) < (2n2%)", si in continuare

vol (Ex) < (2n2L)n2—8nL < 92nLo-8nL _ 9-6nL _ 9—(n+2)L

Observatia 3.3 Multimea solutilor sistemului de inegalitati (SIs),
P={zeR"| A -z <b}, este inclusd in orice elipsoid E) generat de
algoritm.  Deoarece vol (P) > 22l (Propozitia 3.12), iar
vol (Eg) < 2~(DL (Propozitia 3.13), rezultd cd, dacd nici unul din
centrele elipsoizilor generalt in cele K iteratit a algoritmului nu aparfine
lui P, atunct P = (.

In incheierea acestei prezentiri, trebuie subliniat din nou faptul
cd toate rationamentele ficute aici sc bazeazd pe utilizarea unui cal-
culator "ideal”, cu aritmetici exactd. Demonstratia c& proprietéitile
acestui algoritm se extind si pentru calculatoarele "reale” este destul
de anevoioasi, insd posibild. Implementarea algoritmului lui Hacian
si folosirea sa la rezolvarea unor probleme recale, au pus in evidentd
viabilitatea lui. Cu toate accstea, viteza sa de convergentd s-a dovedit
a fi mai micd in comparatie cu cea a altor algoritmi, cum ar fi, spre
exemplu, cel de punct interior al lui Karmarkar.

3.3. Algoritmul proiectiv

In 1984 Karmarkar [20] a propus un algoritm extrem de inovant
pentru rezolvarea problemelor de programare liniard: Acesta a fost
primul algoritm de programare liniars in timp polinomial care s con-
cureze In mod viabil cu algoritmul simplex in rezolvarea problemelor de
dimensiuni mari, provenite din lumea reald. Spre deosebire de algorit-

mul simplex, care genereazd puncte extreme pe frontiera domeniului
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3.3 Algoritmul proiectiv 121

de admisibilitate, algoritmul lui Karmarkar este o metodd de punct
interior. Folosind o tehnicd de transforméri proiective, el genereaza
in interiorul domeniului de admisibilitate un sir de puncte al ciror
costuri converg citre costul optimal. In final. in urma unui criteriu
de oprire, se obtine un punct suboptimal, care prin intermediul unor
transformairi elementare este adus Intr-un punct optimal de pe fron-
tiera domeniului de admisibilitate. Prezentarea algoritmului proiectiv
a lui Karmarkar, pe care o facem in continuare, se bazeazi pe articolul
lui initial [20] si pe expunerea din [19].

3.3.1. Problema in forma standard Karmarkar

Algoritmul lui Karmarkar rezolvd probleme de programare liniard
care au o form# speciald, numit& forma standard Karmarkar. Datele
problemei sunt reprezentate de o matrice A € Z™*" (matricea coe-
ficientilor restrictiilor) si de un vector ¢ € Z™ (vectorul coeficientilor
functici obiectiv), unde Z este multimea numerelor intregi.

Vom nota prin e €R™ vectorul care are toate componcntele egale
cu l.

Definitia 3.4 Simplezul standard (n—1)-dimensional este multimea:

x>0, eT-z=Zx]-=1}

i=1

A:{xelR"

Vectorul ag = Le se numegte centrul simplezului.
Daca notadm spatiul liniar:

Q={zeR" A -z =0}

atunci domeniul de admisibilitate II a problemei in form4 standard
Karmarkar este:

I=0NnA
Fard a restrange generalitatea, putem presupune ci toate cele m + 1
restrictii care definesc domeniul II sunt liniar independente.

In plus, forma standard Karmarkar presupune ci:
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- centrul simplexului este un punct admisibil: ag = %.e e 11,
-costul ¢ - z este nenegativ pentru orice z € II:

Vzell = ¢ -z>0.

Cu notatiile gi ipotezele de mai sus, problema de programare liniarad
in forma standard Karmakar se scrie astfel:

inf{cT-x‘xEQﬁA}

3.3.2. Minimizarea pe sfera

Fiez e R*sir € R, r > 0. Sfera cu centrul z § razd r este
multimea:

S(z,;r)={zeR"| |lz—z|| <r}

Intersectia unui spatiu afin de dimensiune nenuld cu o sferd a c&rui
centru apartine acestui spatiu, este o sferd de aceecasi raz& dar de
dimensiune mai mic cu o unitate. De exemplu in R3, intersectia unui
plan ce trece prin centrul unei sfere tridimensionale este un disc, adica
o sferd bidimensionali.

S4 considerdm z € R™ cu proprictatea: A-z = b i

S'={reR"| A-z=b}NnS(z71),
adicd S’ este intersectia unui spatiu afin cu o sferd aviand centrul in
acel spatiu.

Minimizarea functiei liniare ¢ -z peste S’ se realizeazi in felul urma-
tor: daci notdm cu ¢, proiectia lui ¢ pe spatiul afin {z € R*| A- = = b}
atunci —c, este directia din acest spatiu, de-a lungul cireia functia
obiectiv descreste cel mai rapid. Prin urmare, plecind din centrul z al
sferei 51 deplasadndu-ne in directia —c, cu un pas de lungimea razei r,
determindm un punct de pe suprafata sferei S(z,r) care este punctul
de cost minim ciutat.

Exemplul 3.3

S& considerdm problema:

(2 ) eR? (2, -2+ (z,-5)° < 16}
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Plecand din centrul ( 2 :2

5 ) al sferei in directia (

) cu un pas de

. . -2 o
lungime 4, se obtine punctul de pc sferd -é ) care optimizeazd

9
problema.

'
19

Din cele prezentate rezulti ci, daci problemele de programarc
liniard ar consta din minimizarea unei functii liniare peste intersectia
unul spatiu afin cu o sferd centrati in acest spatiu, atunci rezolvarea
lor ar fi foarte simpld. Vom folosi in continuare aceastd idee pentru
a determina un procedeu de rezolvare a problemelor de programarc
liniara.

3.3.3. Evaludri de regularitate a domeniului de
admisibilitate

S4 presupunem ci dispunem de un punct admisibil z a problemei:
inf{cT:c |A-z=0b}

Dac# cste atat de usor si minimizim ¢’ - z peste o sferi de dimensi-
unc mai micd, obtinutd ca intersectie dintre un spatiu afin si o sfera
centratd in el, de ce nu am Incerca s& inscriem in interiorul regiunii
admisibile o sferd de dimensiune mai mici S centrat¥ in z si si mini-
mizim ¢’ - z peste S 7 Ar fi de dorit ca sfera S si fie cat mai mare cu
putintd, dar s rdmani inclusi in interiorul regiunii admisibile. Daci

S nu este cu mult mai mici decét regiunea admisibild, minimul peste
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S ar putea si nu fie cu mult mai mare decat minimul problemei de
la care am plecat. Daci w este un punct de cost minim in S, atunci
costul lui w ar putea fi semnificativ mai mic decat costul punctului
initial 2. Acest proces poate fi repetat, considerdnd pe w ca punct de
plecare.

Se pune urmitoarea problem#: cit de bund poate fi o astfel de
aproximare a solutiei optime? Din punct de vedere intuitiv, dac
regiunea admisibily este "rotundi” iar punctul z este "centrul” ei,
atunci sfera S centratd in z ar putea contine ”aproape” toate punctele
admisibile. In aceste conditii este de presupus ci minimul peste sfera
inscrisa S ar putea fi o bund aproximare a optimului. Daca insa
regiunea admisibild este "lungid si stramtd”, ca de excmplu un tri-
unghi cu lungimea laturilor de 1, 1000 si 1000, sfera inscrisd ar putea
fi prea mic# si deci optimul peste S si nu aibe nici o relevant fatd de
optimul problemei.

O masurd naturald a aspectului de regularitate ("sfericitate”) a
domeniului de admisibilitate ar fi raportul dintre raza sferei circum-
scrise si raza sferei inscrisc a acestuia. Astfel, pentru un domeniu
reprezentat de o sferd obtinem un raport egal cu 1, cel mai bun raport
posibil; pentru un triunghi isoscel ”lung si stramt” putem obtine un
raport foarte mare, ceea ce sugereazi ci aproximarca optimului prin
procedeul descris mai sus nu este adecvati.

S& formaliz&m acum aceste argumente intr-un cadru putin mai
general. Fie P C R” un poliedru si z € P. Fic £ C P o multime
convexd inchisd cu z € E. (Ne putem imagina E ca fiind o sferd cu
centrul z, inclusi in P.) Dorim si evaluidm ”cat de bund” cste solutia
pe care o vom obtine daci minimizim functia liniard ¢’ - x peste E.
in loc s& o minimizdm peste multimea mai mare §i mai complicatd P .

Pentru a obtinc o evaluare a aproximarii solutiei optime, vom scala
multimea F printr-un factor v suficient de mare. avand centrul scalirii
in z, astfel incit noua multime E’ s contind multimea P :

E' = {z+v(z—-2) |z€ E}
E C PCE

Evident, E’ are aceeasi form3 ca F. Fiecirui punct z € E ii corespunde
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un punct z’ = z + v(z — z) € F', si reciproc.
Fie ¢' - zg valoarea minimi a lui ¢' - = peste E. Deoarece functia
¢’ - x este liniar4, luand zz = z + v(zg — z), valoarea minim3 a lui
T ’ T T ; .
¢ -z peste E' vafic' -zg. In continuare avem:

z—zp =v(z—1zg)
de unde obtinem:

' (z—zg)=v]c (z-zg)

Valoarea carc ne intereseazi este ¢! - zp, minimul lui ¢ - 2 peste
poliedrul P. Deoarece P C E' avem ¢' -zp > ¢' - zg si deci:

" (z—zp)<c (z—zp)=v]c -(z—zE)]

Prin urmare, putem scrie:

(v—1(c -2)~v(c" zp)
(v—-1) (CT : z) -(v-1) (cT : a:p) ( ) (c'r . :CP)
D2~ (" 2p)] 2 v[(e" w8) - ()]
Deoarcce ¢’ -z > ¢'-zp (optimul nu se atinge in 1nter10rul domeniului),
aven:

(Trﬁ

VAR AVAR V)

AN

-
eI (@p —zp) 1 (3.3.1)
¢’ (z—zp) v
Diferentac'-z—c"-zp (exesul de cost) este o masur4 care exprim& " cat
de nesatisficitor” este z, adic cu cit este mai mare costul siu fati
de costul optimal ¢" - zp. Punctul zz este mai bun decat z deoarece
excesul siu de cost este majorat de cel al lui z inmultit cu factorul
1 - ll/ Prin urmare, cu cit este mai mic v, cu atdt mai mare este
progresul realizat in functia obiectiv prin trecerea de la 2z la zg. Cu
cat P va avea o formi mai apropiata de cea a unei sfere centrate in z,
cu atdt v va avea o valoare mai mici gi astfel, el poate fi folosit pentru

a exprima regularitatea poliedrului.

Sublini¥m faptul ci in forma standard Karmarkar, domeniul de
admisibilitate a problemei este intersectia unui spatiu afin cu un sim-
plex, si prin urmare, vom beneficia de proprietatea ci simplexul este

un poliedru regulat.
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



126 Capitolul 3: Metode cu giruri recurente

Algoritmul lui Karmarkar are drept punct de plecare pe z = ag §i
genereazd o succesiune de puncte admisibile a cdror costuri converg
cidtre 0 (presupunénd ci costul optimal este 0). Procedeul poate fi
descris in felul urmé&tor: si considerim ci am determinat un punct
curent a € II pentru care ¢’ - a > 0 si vrem si generdm urmtorul
punct b. Pentru aceasta va trebui si inscricm in IT o sferd S centrati in
a si s& minimizim ¢’ -z peste S. Este insd putin probabil ca minimul
lui ¢ -z peste S s& aproximeze bine adevaratul minim al lui ¢" -z peste
I1, deoarece in general IT nu are o forma sfericd cu centrul in a. Pentru
a Inldtura acest inconvenient, Karmarkar a avut o idee strilucita -
care de altfel este esenta intregului algoritm - anume, de a transforma
problema dati printr-o aplicatie T, astfel incat si se obtind o noud
problem4 in care imaginea punctului curent a prin T, si [ic ag, centrul
simplexului A. Regiunea admisibild 1" a noii probleme va fi dati la
randul ei tot de intersectia simplexului A cu un spatiu afin, intocmai
ca g1 I1; iar multimea A este regulati si are drept centru pe ag. Accasta
inseamnd ci dac# in noua problem& minimiz&m peste o sferd inscrisd in
IT', vom obtine un punct ¥’ al cirui cost va fi semnificativ mai mic decat
cel al lui ag. Daci aplicim lui ¥ transformarea inversa T,;™!. se obtinc
un nou punct b din II. Deoarece costul lut ¥ in problema transformata
este mult mai mic decét cel al lul ag, in problema originald costul lui b
va fi si el mai mic decat cel al lui a. Prin aplicarea repetats a acestui
procedeu se obtine un gir de puncte ale ciror costuri vor converge
citre 0. Evident, accastd descriere este un pic simplificatd si omite
intentionat uncle dificultti care apar pe parcurs.

Vom nota cu S(ag,r) cca mai mare sferd (n — 1)-dimensionala,
centratd in qg, care este inclusd in A (sfera inscrisi), si cu S(ag, R)
cea mai mici sferd (n — 1)-dimensional, centratd in ag, care il contine
pe A (sfera circumscrisi).

Lema 3.14 Razele sferelor S(ag,m) §i S(ao, R) sunt date de urmd-
toarele formule:

1 -1
r=———— § R= I .
n(n —1) n
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Demonstratie. Sfera inscrisd.
Pentru inceput vom demonstra urm#toarea afirmatie: daci y € R®
satisface conditiile: y; > 1 pentrui <n, y, =0siy+y2+... 4y, > 1,

atunci
1

nin—1)
Fie z; = y; — % pentru ¢ = 1,2,...,n — 1. Atunci

ly = aol® 2 72 =

n—1

ol = - 2pe L =5 ars L
0 7 n n2 — 1 n2

i=]

Avem evident z; > 0 pentru orice ¢, iar

- n-1 1
E

n—1 n-1
Deoarece z; > 0§l y_ z; > = ~, minimul expresiel Yz + 5 este obtinut
i=1 =1
d n--1 . 1 d d 2 ].
acd z; = = 8l totl z; sunt identici, adicd, z; = ———— pentru
1; 1 n § § 1 Tl(n _ 1) p
1=1,2,...,n—1. In acest caz:
1 1 1
2 2
P% +—==——"=r°
Z : + nin—1)  n2 n(n-1)
si afirmatia noastrd este demonstratd. .
Distanta de la ap la punctul (0, =5, -%5,+-, 725)  de pe frontiera
lui A este :

(LY
n? ' n—1 n) \n? (n-1)n

astfel incit raza oricirei sfere (n — 1)-dimensionale incluse in A nu
poate fi mai mare decét r.

S4 demonstrim acum ci orice punct z € R" apartine lui A, daci
satisface conditiile e -z = 1 i ||z — ag|| < 7. Presupunem prin absurd

cid r satisface conditiile cerute, dar ci existd o anumitd componenti
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a sa, si zicem ultima, care este negativd. Definim vectorul y € R"
astfel:

z; dacd i<n §i z;>32
yi= 2-z; dack i<n si z; <32
0 daci i=n

Este ugor de verificat cd y; > 2 pentrui < n, y, =0. e’ -y > 1
si |ly — aoll < ||z — aol|l £ 7. Dar aceasta contrazice afirmatia demon-
stratd mai inainte si deci prima formuld este demonstraté.

Sfera circumscrisd.

Distanta de la ag la orice punct extremal (varf) al lui A, de exemplu
la punctul (1.0.---.0)7 , este:

\/(1—1)2+"—1 —n-Dn=R

n n?

Astfel. orice sferd (n — 1)-dimensionali care include pe A trebuie s
aibe raza cel pufin R. Pentru a completa demonstratia ardtdm ci
distanta de la orice punct din A la ag este cel mult R.

Daca a gi 3 sunt numere rcale nenegative, este usor de verificat ci

) o2 el o2

Fiez € A. Pentru: = 2,3, ..., n, putem inlocui succesiv componen-
tele z; si z; ale lul x prin z; + z; si 0, respectiv. Procedand in acest
mod si tindnd seama de relatia de mai sus, obtinem puncte din A a
ciror distantd fatd de ay este cel putin egald sau mai mare decat cea a
punctului anterior. In cele din urma se va obtine punctul (1,0, - - - ,O)T.
Deoarece distanta acestuia fata de ag este R, nici un punct din A nu
se va afla fat¥ de ag la o distantd mai mare decat R. Lema este astfcl
demonstrati. =

Observatia 3.4 Dacd considerdm multimea P = A gi ludm z =
ag, E = S(ag,7) §i E' = S(ag, R), atunci reqularitatea simplerulus

(n — 1)-dimensional este datd de factorul de scalare v =% =n — 1.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3.3 Algoritmul proiectiv 129

3.3.4. Transformadri proiective

Asa cum am amintit in paragraful precedent, va trebui si construim
o aplicatie T, care transformi problema dati intr-una nous, astfel
incat imaginea punctului curent a si fie ag, centrul simplexului A. In
plus, imaginea lui A prin T, si fie tot A, adici, daci z € A, suma
coordonatelor lui T,(z) s¥ fie egald cu 1. Daci considerim vectorul
a € R*, cua; >0,i=1,n, otransformare cu proprietitile cerute
poate fi definitd in mod natural astfel:

Ly

a; o

To(z) =z’ unde z}=—72—, pentruj=Tn.
Li
a;

=1

Pentru a rescrie aceastd expresie intr-o form3 matriceald echiva-
lentd, vom nota matricea diagonali:

a, 0 0
0 (23] 0
D = diag (a) = . :
0 0 an,
pentru care evident
1
— 0 0
a
0 1 0
D'= ag
1
\ 0 0 —
Qn,
Cu aceste notatii, transformarea T,(z) se definegte astfel:
D™1.z
Ta = —_
(=) e -D1l.g

Vom aridta In continuare ci T, este de fapt o formi speciald de

tansformare proiectivi.
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Definitia 3.5 Fie matricea E € R**", vectorii d, f € R™ 51 g € R.

Dacd matricea ( f% j ) € R(+Dx(r+1) oste nesingulard, aplicatia
E-z+d
definitd pe R pentru care f'-z+ 0 $t £ — ——, se numegte
finitd pe R™ p f 9#0s FFatg §

transformare proiectivi.

Fie £ € R™™™ o matrice nesingulard arbitrard gi ludimmd =0,g =1
si fT =e’ - (F —1,). Atunci, deoarece E este nesingulard, d = 0
E-z  E-z+d
floe+1 fToz+yg
proiectivd. Fie ¥ = {17 eER"| e’ - z= 1} . Pentru z € ¥ avem:

este o transformare

si g # 0, aplicatia = +—

E-z+d E.z _ Ez
fT.e+g e -E-z—e'-z2+1 e -E-z

Cu alte cuvinte, pentru z € ¥ si orice matrice E nesingulard, apli-

catia = +— este o transformare proiectivd pe . In cazul

——
el - F-x
nostru, deoarece a > 0, D! este o matrice diagonald, cu diagonala

pozitiva si astfel este evident nesingulard. Prin urinare, aplicata 7, ()
definitd mai sus este o transformare proiectiva.
Imaginea simplexului A prin transformarca T, este chiar A. Intr-

adevir, dacd z € A, atunci z > 0 si de aici, T,(z) > 0. De asemenea,

: - e -Dl.z
suma componentelor lui T,(z) este: e’ - Ty(z) = T DT 1.
e’ -D1l.z
D .z
T J:/.
sl

Pe de alta parte, T, este bijectivd deoarece aplicatia =’ —
definitd pe A este inversa lui T,. Prin urmare, dacd z € A
T, (z) = £, atunci:

Dz
-1 N o
I (=) e"-D-a"
adica,
7
1 ; ajzrj . -
T, (') =z unde z;=— pentru j = 1,n.

> AT,
1=1
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Daca notdm cu A’ coloana j a maricei A, putem scrie:

ZAJIJ —Oc)ZA’ —O@Zn:(Ajaj)x =
=1 Zaz =1

Deoarece A- D este o matrice de dimensiune (m X n), cu coloanele
de forma A’a;, avem A -z = 0 daci si numai daci A- D -z’ = 0.
Reamintim c& 2 = {z € R*| Az = 0}. Prin urmare, daci notim

A ={d'eR*| A-D -2’ =0}
deducem ci T,(92) = €. In plus. pentru orice a €  avem
To(a) =ag € Y.
Deoarece T,(A) = A si T,(Q2) = Q' iar T, este inversabili, avem:
T.(ANQ)=AnNn

Aceasta fnseamnd c& imaginea domeniului de admisibilitate II a pro-
blemei originale prin transformarea proiectivd T, este A N Q. Vom
nota Il' = T,(II) = AN .
Din felul in care au fost definite cele doud sfere S(ag,r) si S(ao, R)
rezultd ci:
S(ag,7) € A C S(ag, R)
si deci. dacd intersectim aceste multimi cu §2, imaginea prin T, va fi:

S{ap, )N CTANQ C S(ag, )N
Deoarece Y este un spatiu afin care il contine pe ag, sferele S(ag, 7)NEY
si S(ag, R)N§Y au dimensiunea cel mult n—1 si sunt de raze r respectiv
R. Vom nota:
S'(ap,7) = S(ag,r)NQ
S'(ap,R) = S(ag,R)NY

Prin urmare avem:

S'(ag,7) CII' C S'(ao. R)
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jlar v = & = n — 1. Deci II' este un domeniu marginit, fapt pentru
care vom putea aproxima minimizarea unei functii liniare peste I’ prin
minimizarea acesteia peste sfera S (ao, r) Inscrisd in IT', excesul de cost
avand factorul egal cul — 5 =1 - —= 1

Prin aplicarea unei astfel de transformiri proiective apare totusi o
problem, anume, cd functia obiectiv, care este liniard in problema
initiald, devine neliniard prin transformarea T,. Scopul nostru este si
minimiz&m c' - z pentru z € II. Deoarece

n

Z (CJ aJ)
Z a;z;
i=1

minimizarea lui ¢' -z pentru z € II este echivalent cu minimizarea lui

> (¢ja;)a
= pentruz’ € IT'. Dar expresia din urmi este o functie neliniars
Z ﬂ,:.’l‘,c
i=1
in z’, astfel cd in descrierea simplistd a algoritmului lui Karmarkar
ficutd mai inainte, ar trebui de fapt s minimizidm o functie rationala
peste un poliedru. Vom aréta in continuare c& este totusi suficient daci
n
aproximim functia rationald doar cu numdrdtorul sdu ) (c;ja; )z}, carc
=1
este liniar in z'.

3.3.5. O functie potential aproape invarianti

In acest paragraf vom ar#ta ci, prin minimizarea succesivi a func-
n

tiilor de tipul ) (c;a,)’;, se poate g&si un minim global al problemei
1=1
initiale. Trebuie precizat c&, chiar daci costurile punctelor generate

vor converge citre 0, ele nu vor avea neapédrat o descrestere monoton.
Prin intermediul unei functii potential vom demonsta ci, dupd un
numir suficient de mare de iteratii, costul ¢' - z a problemei va des-
creste substantial, chiar daci pentru anumiti pasi valoarea acestuia ar
putea fi crescitoare.

Dacid ¢’ - z este functia obiectiv initiald, pentruz € I1, ¢" -z > 0
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si z > 0, definim functia potential:

(" z)" }

L1Ly = T

f&) =]
Deoarcce produsul componentelor z,z5 - -+ z, < 1, avem evident:

(CT A l.)n

xlzz .0 $n

(CT.’IJ)n< =ef(z)

sidecic' -z < =" Prin urmare, daci f(z) descreste citre —oc,
atunci ¢’ - = va converge citre 0. In acest mod functia f poate fi
folositd pentru a evalua progresul realizat de-a lungul iteratiilor.

Vom arita cd este suficient s "minimizim aproximativ”’ o functic
liniard pentru ca f(z) — —oo si cd este suficient si determinidm la
fiecare iteratie un punct nou b pentru care f(b) < f(a)—6 (unde § > 0
este 0 constantd) pentru a garanta convergenta in timp polinomial a
algoritmului.

Pentru calculul valorilor functiei f, va trebui si extindem opera-
tiile elementare ale calculatorului virtual si pentru determinarea valorii
logaritmului natural. Practic, existd rutine performante care aproxi-
meaza orice valoare a acestiuia doar prin operatii cu numere rationale.
Din aceasd cauz& vomn considera calculul logaritmului natural ca fiind
facut si el intr-o unitate de timp.

Notam:
a1
=D .c= Q2C2 .
ancn
si definim:
f@) = [_(C'T W
Ny Yo

pentruy € II', ¢T -y > 0si y > 0. Asa cum s-a arftat mai inainte.

> (cja5) y;
Z a;Y;

pentru y € II'. Deci, f' ar putea fi functia potential in probleme

transformatd, daci functia obiectiv a acesteia ar fi doar ¢'" - y.
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Urmaitoarea lem3 aratd ci functia potential este aproape invarianta
in raport cu 7T, , adic¥ diferenta f'(7,(z)) — f(z) nu depinde de z.

Lema 3.15 Pentru orice x € I1, dacd ¢’ -z >0 si z > 0 atunci
f'(Ta(2)) = f(z) + In(a1a2 -+~ an).

Demonstratie. Daci ¢’ -z > 0 si £ > 0 atunci ambele valori
f(Ty(z)) si f(z) existd. Folosind relatiile de definitie ale lui 7, si
f', obtinem:

, 70T (Fh)
[ (Ty(z)) =1n T = f(z) +In(a1az - - - a,).
OEEsD

[ ]
Pentru a determina un nou punct din secventa descrisa la pagina
126, vom proceda astfel: fiind cunoscut punctul curent a € II, vom
folosi transformarea proiectivd T, pentru a duce pe a in centrul ag a
simplexului A. Folosind tehnica de optimizare pe sfera inscrisd in A,
determinim un punct b € II' pentru care f'(6') < f'(ag) — 6. Apoi
aplicAm lui &' transformarea inversi T, ! si obtinem punctul b € II.
Deoarece f este "aproape invariantd” deducem f(b) < f(a) -6 :

fo) = f(t)—In(amaz - as) <
(f'(ao) = 6) — In(araz -~ an) =

= fla) 6.
Acesta este "progresul” ce se face la o iteratie. De-a lungul iteratiilor,
valoarea lui f va tinde citre —oo, deoarece la fiecare iteratic valoarea
lui f descregte cu é.

IA

3.3.6. Algoritmul lui Karmarkar

Vom nota cu L mirimea problemei de programare liniard in form
standard Karmarkar, care estec num&rul

L= (m+ 1)n+ [log, |P|] + n[log, n]
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unde m,n sunt dimensiunile matricei A, iar P este produsul tuturor
coeficientilor nenuli din problema.

Fie a € (0, %) un num# real oarecare si fie

2
> 0.

b=a—
-«

Vom aridta in continuare ca algoritmul lui Karmarkar rezolva in
timp polinomial orice problemd in form& standard.

Pentru a descrie mai usor algoritmul, vom face apel la o functie
®, carc genereazi sirul de puncte din interioru! domeniului I, adici
**1) = ¢ () . Vom considera c& @ are urmitoarele proprietati:

dacia€ll,a>0sic -a>0. atunci ¢ (a) €I, si & (a) > O;
-daci problema are costul optim egal cu 0, atunciori ¢ -®(a) = 0.
ori f (®(a)) < f(a) - 6.

Definirea functiei ¢ si demonstarea proprietitilor sale o vom face

imediat dup& expunerea si justificarea algoritmului.

Algoritmul lui Karmarkar.

Iteratia 0. Se considerid (¥ = ay = lesi fic K = [ﬂl (numarul

maxim de iteratii). i ‘
Dacd ¢ - ag = 0, atunci o solutie optimi este ag. STOP.
Dacs ¢' -ag > 0, atunci se efectueazg iteratiile urmétoare, pentru
=1.K:
Iteratia k.
— Cu ajutorul functiei ® se genereazi (¥ = @(z+-1).
— Daci ¢ - z®) = 0, atunci o solutie optimi cste z*). STOP.
— Daci f(z®)) > f(z*~1) - §, atunci problema arc costul optim
pozitiv. STOP.
Iteratia K+1. Giseste un punct extremal v € II al cirui cost nu
este mai mare decat ¢’ - (5. In acest caz, v este o solutie de
bazi optimi, adicd: ¢’ - v = 0.

Teorema 3.16 Presupunem cd:
-pentru orice a € II, a > 0gic' -a > 0, avem ®(a) € II, si
d (a) > 0;
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~-dac¥ costul minim al problemei este 0, atunci ori ¢’ - ®(a) = 0,
ori f(®(a)) < f(a) - &

In aceste conditii algoritmul lui Karmarkar rezolvd corect proble-
mele de programare lintard in forma standard Karmarkar.

Demonstratie. Singura situatie in care algoritmul poate semnala
un cost optim pozitiv este la iteratia k, daci costul ¢’ - z*) > 0 si
f(z®) > f(z%=D) — §. In acest caz, datoritd ipotezei ficute asupra
lui ¢, stim ci problema are un cost optim pozitiv.

Daci conditia ¢! - (%) = 0 este verificatd, atunci evident z(*) este
o solutie optimi a problemei.

S4& presupunem acum ci pentru orice k = 1,2,...,K, avem
f(z®) < f(z*-1) ~ 6. Atunci

P <5 (09) - () 6= 1 (6¥) < 1 ) - 20t

si
,'(I(K)) j(:(o))-an
'z <emm T <e n

Deoarece z(9 = gy deducem ci:

(cT . ao)n

£9) =1In =
JE) [(%)

Dar, se poate arita cu usuringd ci In{c; + ¢o + ... +¢,) < L, astfel

I(O) —zn
incat avem f (z(®) < nL. Rezulti L;)—E—E

} = nln(ncT cap) =nln(ci+co+ -+ ¢,)

< —L. Prin urmare,
e’ . K <el<ot

In acest caz, fie v € II punctul extremal obtinut la iteratia K + 1
(solutia de bazi v se poate determina cu ajutorul Teoremei funda-
mentale a programarii liniare). Conform Lemei 3.1, solutia de bazi v
este un vector cu toate componentele rationale, avind numitorul co-
mun pozitiv si mai mic ca 2. Prin urmare, daci ¢’ - v > 0, atunci
¢’ v > 27F Ins¥, pe de altd parte, avem: 0 < c¢T v <c¢'-z(K) < 2-L
ceea ce implici ¢' - v = 0.

In concluzie, algoritmul lui Karmarkar determind un punct de cost 0,

daci existd unul, sau semnaleazi ci un astfel de punct nu existi. m
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Ne vom ocupa in continuare de constructia unei functii ¢ cu pro-
prietitile cerute de algoritm.

Caracteristica principald a lui ® cste de a duce printr-o transfor-
mare proiectivd, un punct a din interiorul lui II in centrul ag € II' a
simplexului A, apoi, de a gisi un punct b € II' astfel incat f'(¥') <
f'(a,) — & si in final, prin aplicarea transformdrii inverse, de a deter-
mina punctul b € II.

Domeniul transformat IT' are, agsa cum am aritat mai inainte, o
formd bund de regularitate cu centrul in ag. Acest lucru justifici
alegerea lui b ca solutie optimi in minimizarea lui ¢'7 - y pe sfera
S’ (ag,r) C II'. Problema care poate si apard aici este urmitoarea:
aflandu-se pe frontiera sferei, anumite componente ale lui ¥ pot fi
zero si in acest caz, evaluarea progresului nu mail este posibild prin
intermediul functiei potential f’. care este definitd pentru vectori cu
toate componentele strict pozititve.

Pentru a cvita acest inconvenient, va trebui si ne asigurdm ci &
ramane strict in interiorul domeniului IT’, astfel c& vom efectua mini-

. , o
mizarea pe sfera S (ao, —) , pentru care raza este
n
o o r
— < —=<ar<:.
n n(n—1) 2
Cu accast# alegere a lui &' vom putea demonstra c f'(¥') < f'(ag) — 6.
Introducem urmitoarele notatii:

L. = {zeR*|e -z=1},
Q = Ong,

B - <Ae'TD>.

Evident, ayg € Q, iar B este o matrice de dimensune (m + 1) x n,
obtinutd prin adjugarea unei linii la cele ale lui A - D. De asemenea,
putem scrie

Q={zeR"|B z=¢m"}
unde e(™+1) este vectorul unitar, de dimeniune m + 1, care are 1 pe

ultima pozitie.
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Modul in care functia ¢ asociazd punctului a € II, vectorul
b= ®(a) € II, este urméitorul:

Functia &.
1. Fie a € I, a > 0, si matricea diagonald D = diag (a).
. : A-D
Se determind vectorul ¢ = D - ¢ sl matricea B = ( o7 .

2. Se calculeazi vectorul c,, proiectia lui ¢’ pe spatiul nul al lui B:
¢, =c-B"-(B-B")'-B-(.
si se determind vectorul

P dac cp #0
ép = “CPH

0 dacd ¢, =0

3. Se calculeazi vectorul

@,
bl =ap — —C
n
care se obtine plecand din ay cu un pas de lungime 7 in directia
—c¢p (optimizarea pe sferd).

4. Se calculeazi
DV

— -l & 7
b=T. (v) el -D- b

In continuare vom demonstra ci functia ® astfel definit are pro-
prictdtile cerute de algorimul lui Karmarkar.

Propozitia 3.17 Proiectia vectorului ¢ = D - ¢ pe spatiul nul ol luz
B este
¢,=c—-B" . (B-B")' B..

Demonstratie. Matricea diagonala D fiind evident inversabil&. avem
rang (A- D) = rang (A) = m. Ultima linie a matricei B este e’ si
aceasta nu poate fi dependenti de celelate, pentru ci altfel,
(A-D)-ay = 0 ar implica e’ - gy = 0,ceea ce este evident fals.

Prin urmare, rang (B) = m + 1.
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Pentru ca (B- BT) ~! s existe, este suficient si aritdm ci matricea
B - BT, de dimensiune (m + 1) x (m + 1), are coloanele liniar inde-
pendente. Prin absurd, si presupunem ci existf y € R™*!, y #£ 0,
astfel incat (B-BT) -y = 0. Atunci y' - (B- B") -y = 0, adics,
(BT -y)T - (BT -y) = ”B-r . sz = 0 §i de aici rezultda BT -y = 0,
0 combinatie liniard netriviald a liniilor lui B egali cu zero, ceea ce
contrazice faptul ci rang (B) = m + 1.

Evident, c, este in spagiul nul al lui B, deoarece

B-¢,=B-({-B"-(B-B")'“B-d)=B-{-B-¢=0

Daca notam vectorul v = (B-B")™1- B¢/, atunci ¢/ — ¢, =BT -,
adicd, ¢ — ¢, este situat in spatiul generat de liniile lui B.

Deoarece ¢’ poate fi scris ca suma dintre vectorul ¢, din spatiul nul
al lui B si a vectorului (¢ — ¢,) din spatiul generat de liniile lui B,
rezultd ci c, este proiectia lui ¢’ pe spatiul nul al lui B. ]

Propozitia 3.18 Vectorul ¥ = ag — 2¢, minimizeazd " -z peste
multimea S(ag, 2) N .

Demonstratie. Deoarece a € [1 g1 B - ¢, = 0, avem

B.-b = B'ao—%B'épz(A'TD'(m):

€ -dp

1
(1))

deci, b’ € Q. Pentru orice z € S(ag, 2) N, avem, B - z = e™*1) i
prin urmare, B - (' —z) = 0.

Doarece c, este proiectia lui ¢’ pe spatiul nul al lui B, ¢’ — ¢, este
ortogonal pe orice vector din spatiul nul al lui B, in particular si pe
b — z. Astfel (¢ —¢,)" - (' — z) =0, de unde rezulti:

/ / / o (0%
T —z) = o (b —m)=||cp||c;-[a0—;cp—:c] _

= loll & (a0 —2) - 2]
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Folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz si tindnd cont de faptul
ci ||cp|| este 0 sau 1, iar z € S(ap, £), avem

T (81

¢y (a0 — x) < llepll flap — zf| < -
Prin urmare, ¢/7 - (¥ — z) < 0, adici, ¢'T - ¥ < ¢’ -z pentru orice
.'EES(CL(),%)QQ. n

Propozitia 3.19 Fie b' un punct care minimizeazd ¢’ -z peste
QN S(ap. 2) = II' 0 S(ag, 2). Presupunem cd in problema initiald
avem costul minim egal cu 0, gi cd '’ - ag > 0. Atunci

Ty a dTob\" a
S <1-= < (__)
dT-ap ~ R ¥ (c’T : a0> =*P\"R

n—1 . : :
(unde R = 4/ este raza sferei circumscrise lui A).
n

Demonstratie. Deoarece () este un spatiu afin, avem

S(ao, %) NQC IV C S(ag, R) N,

iar ag € Q. Putem astfel evalua regularitatea multimii P = II' cu
ajutorul multimilor E = S(ag,2) N Q §i E' = S(ag, R) N Q. pentru

care factorul de scalare este v = Din ipoteza, costul minim

a/n
in problema initiald este O si deci, valoarea minimi a lui ¢/" - 2 peste
multimea IT’ este de asemenea 0. In aceste conditii, din formula (3.3.1)
obtinem

/T ! a
b =0 1 =
¢ <l--=1-2
T -ag—0 v R
Din faptul c& 1+t < exp (t), pentru orice t € R, deducem ci
Ty 2 a
<l1-L<e (— ——)
7 ag T R = “P\" LR

si de aici rezults

() == (7).
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3.3 Algoritmul proiectiv 141
Propozitia 3.20 Fiet/ = ag— 26,, cua € (0,3) §i ||&,]| = 1. Daca

notdm
by b, i ,
p= 1(1_)11 = H("bj)

j=1
atunci, are loc relatia:
1 a?
In-< .
p l—-a

Demonstratie. Fie vectorul u = ngg — nb' = e— nb'; atunci, pentru
orice j, componenta u; = 1 — nb; . Astfel, putem scrie

(1-u). (3.3.2)

p:

n
j:

Deoarece b € ¥, avem

3

’Ll,j = 0.
j=1

Pe de altd parte, din ipotezd rezulty |lag — /|| = 2. Din |ju =

n

nllag — 't = n? = o deducem ci [Jul® = 3> u? = o’ i deci, |uj| < a
=1

pentru totl j.

Folosind inegalitatea mediilor (media geometrici este mai micid sau
egali cu media aritmeticy), din (3.3.2) rezulti

V20 N S R N T |
(;) :<H1—uj) SZJX:I—UJ-’

de unde obtinem
1o (l s )
P n 1 —u,

=1
Deoarece |u;] < a, suma puterilor, pentru k > 2, se poate evalua
in modul urméitor:

Z |ub| < Zak'2u]2- =a” (3.3.3)
j=1 j=1
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142 Capitolul 3: Metode cu siruri recurente

n
(Aceasta estc o evaluare mai find decat cea evidenta 3 [uf| < na*).

=1
Avem:
n 1 n oC n oo
= Y ub =Y 14w+ uf —n+0+§ § uj
— U
j=1 J j=1 k=0 j=1 k=2 j=1 k=2
Dar
n oo n oC oo n
k k| _ k
Your<y Y lusl=d ) [l
=1 k=2 =1 k=2 k=2 j=1
n
si deoarece din (3.3.3) avem . |uf| < o, rezults
=1
n o0 0 (12
g uf < E of = 1
—a
J=1 k=2 k=2

si deci,

Lo (L(., o? " - a? "

— — n — J—

p T \n l-a n(l—a)

(n(;’—ja)) rezulta < exp ( ) si deci,

1 o
In- < .
p - l—-a

Deoarece 1+ ( 3 =

Teorema 3.21 Fie vectorul b = T, ' (V), 0b§inut prin intermediul
funcv,‘zez ®. Daca ezistd w € 11 astfel tncdt ¢’ - w = 0. atunci ori
b =0. or1 f(b) < f(a) = 6.

Demonstratie. Demonstrdm mai intai c& daci ¢’ - w = 0, atunci
cp, # 0.
Vom presupune prin absurd ci ¢, = 0. Deoarcce ¢ - w = 0, rezultd
ci T -w' =0, unde w' = T,(w). Deoarece c, = 0, ¢’ este in spatiul
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3.3 Algoritmul proiectiv 143

generat de liniile lui B si este ortogonal pe orice vector din spatiul
nul al lui B, in particular pe w’ — ag. Astfel, ¢'7 - w' = ¢/T - ay. Dar,
T - ap > 0, pentru ci altfel, ¢" - a = 0, si algoritmul s-ar fi oprit
tnainte de a-1 determina pe b. Prin urmare, ¢'" - w’ = ¢'7 - ap > 0, si
am obtinut o contradictie.

Astfel, ¢, # 051 [|6p]| = 1.

Fie b’ = ag — 7¢p, vectorul calculat la punctul 3 din descrierea lui
®. Dacd 7 - ¥ =0 atunci ¢’ - b= 0. In caz contrar, avem:

F(¥) = fllar) = 1 M—m(dTJ “°)n=

N
dTov\" bo..Y

= 1 _ 1 n
n<c’T-a0) In (%)n

In baza Propozitiei 3.19 si a faptului c& R < 1, avem

1 C/T_bl < o -
n iy — .
a — R a

¢ - Q

Conditiile Propozitiei 3.20 fiind indeplinite. avem:

by...b, a?
—In <
@ “i-a
Si prin urinare,
! / 7 (ClTbl)n bll , a2
(') — =1 —1 < - = —6.
J(b) = flao) =lny—— ~In =y S —ak g0 = =8

Deoarece in baza Lemei 3.15 avem: f(b) — f(a) = f'(V') — f'(d'),
rezultd:
fb) < fa) ~ 6

si astfel, teorema este demonstrati. n

Observatia 3.5 Complezitatea calculelor din cadrul algoritmului lui
Karmarkar este urmdtoarea: fiecare iteralie necesitd un numdr de
ordinul O (n3) operatii aritmetice pentru elimindrile Gaussiene, iar
numdrul iteratiilor este de O (nL). Prin urmare, numdrul total de
operatii aritmetice este de ordinul O (n*L) si astfel, algoritmul rezolvd
problema intr-un timp polinomial.
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144 Capitolul 3: Metode cu siruri recurente

Trebuie precizat faptul ci cercetirile ficute ulterior de diversi autori
(de exemplu [30], [24], [38], [14]) au condus la variante ale algoritmului
care au imbunititit ordinul de complexitate.

3.3.7. Conversia la forma standard Karmarkar

Vom arita in continuare ci forma standard Karmarkar este echiva-
lentd cu orice problemi de programare liniard. Pentru aceasta, s&
considerdm problema liniar in formi standard:

inf{cT-azlA-Izb,IZO} (3.3.4)

Rezolvarea acesteia este echivalenti cu gisirea unei solutii a sistemului
liniar de incgalitati:

Az =

T >0
AT .y <¢ (3.3.5)

cl-z —b-u =0

Dacs inlocuim variabilele arbitrare u; = u;L — u;, unde uj > 0,

u; > 0, introducem variabila vectoriald ecart s > 0 si facem notatiile:

) A b
A = AT AT 1], b= ¢
et —=b" BT 0
y'o= (e N ) sT)
sistemul de inegalitati (3.3.5) se rescrie astfel:
Ay=b Qe
{ y>0 (3.3.6)

Vom considera matricea A de dimensiune m x n si fie L mirimea
problemei date de (3.3.6).

Conform Lemei 3.1, componentele oricirei solutii de baz a sistemu-
lui (3.3.6) sunt mirginite in modul de 2%. Prin urmare, daci notim
numirul u = n2L| putem adXuga la sistemul (3.3.6) si restrictia:

Yi+ya+ -ty S,
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3.3 Algoritmul proiectiv 145

fard ca solutiile acestuia si fie afectate. Vom introduce aici variabila
ecart yn+, > 0, si considerdm acum variabila vectorialj y € R**!. Daca
mai extindem si matricea A cu o coloan nuld si notdim A’ = (A0),
sistemul (3.3.6) devine echivalent cu:

A.y=b
el -y=p
y>0.
- . , 1 .
Dac# scaldm variabila y si notdm z’ = —y, atunci
L
A-y=b pA -z’ =b
el y=p <= e -z’ =1 (3.3.7)
y>0 ' >0.

Din fiecare ecuatie i, 1 < i < m, a sistemului pA' -z’ = b, vom
scade din ambii membri b, (e” - z') = b,: obtinem sistemul echivalent:
(/ui’ ~b. E) -z’ = 0, unde F este matricea cu toate elementele egale
cu 1. Astfel, daci notdm

A'=(y/—1'—BT~E),

sistemele din (3.3.7) devin echivalente cu:

A-2=0
el -2 =1 (3.3.8)
> 0.

Prin urmare, problema (3.3.4) este echivalenti cu sistemul (3.3.8),
care reprezini intersectla unui spatiu liniar cu un simplex. Pentru a
ajunge la o problemd in forma standard Karmarkar, vom ad3uga aici
o noud variabil¥ z;,, > 0, astfel incat vectorul ap = n%?e € R**2
sd fic o solutie initiald admisibild. Obtinem astfel urmatorul sistem,
echivalent cu cel anterior:

Az~ (A e)x, ,=0
el '+, ,=1 (3.3.9)
>0, z,,>0.

Dac# notdm acum A = A’ — (4'-e) € R™ (™2 i considerfm

variabila vectoriald £ € R™?2, problema (3.3.4) este echivalenti cu
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146 Capitolul 3: Metode cu giruri recurente

urmitoarea problem& in formi standard Karmarkar:
min{:&nH]/l-i:O, el . i=1, .7‘;20}.

Costul acestei probleme este intotdeauna Z, .o > 0 si este evident
faptul ci aceastd problem# are optimul 0, daci si numai daci sis-
temul (3.3.9) este compatibil, adici, dacd problema (3.3.4) are o solutie
optima finita.

Observatia 3.6 Este ugor de vdzut cd aceste operatii de transfor-
mare a unei probleme de programare liniard intr-o problemd standard
Karmarkar necesitd doar un numdr polinomial de operatlii aritmetice,
tar mdrimea problemei rezultate este la rdndul ei mdrginitd polino-
mial de mdrimea problemei inifiale. Astfel, pe un calculator virtual ce
erecutd toate operatile aritmetice in mod erxact, algoritrul protectiv
al lui Karmarkar rezolvd orice problemd de programare liniard intr-un
timp polinomial.

Modul de a transforma o problem# de programare liniard in forma
standard Karmarkar nu este unic. Existd si alte scheme pentru trans-
formarile de acest fel, care pot conduce cventual la probleme de
dimensiuni mat mici.

Proprietatea acestui algoritm de a rezolva problemele in tiip poli-
nomial se extinde si la calculatoarele traditionale, cu care se lucreaza
in mod obisnuit, si care efectueazs operatiile aritmetice in simpld sau
dubli precizie.

3.4. Algoritmul afin

De la publicarea algoritmului proiectiv a lui Karmarkar in 1984,
s-au intreprins numeroase cercetdri in directia adaptarii metodelor de
punct interior, specifice optimizirilor neliniare, la problemele de pro-
gramare liniard. In prezent, aceste metode se pot impérti in doud
clase: cele care folosesc transformiri proiective, si cele carc folosesc
transformdri afine. O caracterizare foarte generald care se poate face
acestor doud clase de algoritmi este urmitoarea. Algoritmii proiec-

tivi au o descriere mai greoaie, in schimb, sunt mai usor de analizat.
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3.4 Algoritmul afin 147

Aceasta inseamnd cd pentru descrierea lor este necesard utilizarea
unor functii barierd logaritmince (sau functii potential), a conditiei ca
functia obiectiv si aibe optimul zero, etc., in schimb, cu ajutorul aces-
tui apanaj tehnic, se poate demonstra ci algoritmul converge in timp
polinomial. Algoritmii afini se pot descrie mai usor, dar sunt greu de
analizat. Cu alte cuvinte, el au o descriere geometric-intuitivd foarte
simpl4, dar demonstarea convergentel lor este o problem& matematici
interesantd si dificild. Primele demonstratii de convergentd cunoscute
pentru acest caz sunt cele care presupun ca problemele liniare si fie
atat primal, cat si dual nedegenerate (desi, din punct de vedere intu-
itiv, astfel de ipoteze n-ar fi necesare).

Ar {i gregit si se considere ci algoritmii proiectivi ar fi mai buni
decéat cei afini, numai datorita faptului cd pentru ei convergenta poate
fi doveditd mai usor. De fapt, cele mai multe experimentari s-au facut
cu algoritmii afini (a se vedea [1], [23]), din cauzi ci acegtia au ev-
idente avantaje fatd de algoritmii proiectivi. De exemplu, algoritmii
afini se aplici direct problemelor liniare in form# standard si in afara
de accasta. implementarea lor se poate face mult mai eficient. Ca o
ironie a soartei, putem afirma ca ”ce este teoretic mai bun (in cazurile
defavorabile). nu este si practic mai eficient (in cazurile obisnuite)™.

Desi studiul metodelor de punct interior pentru programarea liniara
au luat un avint abia dupd anul 1984, prima publicatie a unui algoritim
afin a fost facutd cu mult mai inainte si apartine matematicianului so-
vietic LI. Dikin [9]. Vom expune in continuare acest algoritm, urmand
modul de prezentare din lucrarea lui Vanderbei si Lagarias [39)].

3.4.1. Prezentarea algoritmului

Fiind datid matricea A de dimensiune m x n si vectorii ¢ € R”,
b € R™, considerdm urmitoarea problemi primald dec programare
liniara:
- T
mln{c ‘x| A-z=b,z>0}. (P)
Problema dual¥ asociati este

max{bT-u|AT-u§c}. (D)
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Vom introduce urméitoarele notatii. Fie
P={ze€R"|A-z=b,z >0}
multimea solutiilor admisibile pentru problema (P);
Pl={zecR"|A-z=0b, >0}

interiorul relativ al lui P; 8P = P — P? frontiera lui P. Fiind dat un

vector z € R”, vom nota cu D, = diag (z) matricea diagonali.
Descrierea algoritmului se face prin intermediul a trei functii. Prima

functie. w : P° — R™, asociazi fiecirui z € P° un vector dual:

w(z)=(A-D2-AT)-A-D? ¢

Cea de a doua functie, r : P° — R", exprim4 diferenta dintre membrii
restrictiilor din problema duali:

r()=c—- AT -w(x).

Se observa cu usurintd cd w (z) este dual admisibil dacX si numai daca
r(z) > 0. Cea de a treia functie, y : P° — P, este definits astfel:

y(z) =z — (3.4.1)

1D, - (@)

Algoritmul afin.
Punctele generate sunt definite prin urmatoarca relatie de recurentd:
(k) (k) 0
L) _ y(z®)  daci 2 eP
() daci z® € 9P.
De asemenea, se genereaza si vectorii duali:
(k) . k 0
® _ w(z®)  dacs P eP
w1 daci z® € 9P.
precum gi vectorii costurilor reduse:
r®) =c— AT . w®,
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Pentru simplificarea scrierii, vom nota Dy = D).

Se observi ci, de prima dati cand z(¥) ajunge pe frontiera domeniu-
lui de admisibilitate, girul care se genereazi in continuare, rimane fixat
pe acest vector. Prin comparatie, sirul vectorilor duali raméan fixati
pe valoarea corespunzitoare ultimului punct din ineriorul domeniului,
inainte de a se atinge frontiera 0 P.

Algoritmul descris aici diferd cu putin de cel prezentat de Barnes
in [4] si de Vanderbei cu Lagarias in [40]. Deosebirea consti in felul in
care se alege lungimea pasului. In cazul nostru, lungimea pasului este
astfel incat de fiecare dati se ajunge pe suprafata elipsoidului inscris (a
se vedea [4] pentru definitia elipsoidului in cauzi), in timp ce Barnes,
alege lungimea pasului cu o fractiune a din distanta pani la elipsoid.
Astfel, daci in cazul nostru algoritmul se poate opri dupd un numir
finit de pasi, in varianta lui Barnes are loc o apropiere asimptotica
de solutia optima. In lucrarea lui Vanderbei si Lagarias, lungimea
pasului este si ea luatd cu o anumitf fractiune din distanta pani la
cea mai apropiatd fatd a domeniului de admisibilitate. Acest lucru ar
insemna, ca in cazul nostru si schimbdm definitia functiei y (z) data
de (3.4.1), astfel:

aD? . r(z)

e

unde a € (0,1) si v (z) = max {z;7; (z)} . Se poate vedea cu usurintd
2
cd

v(2) S NDz -7 (@)oo < 1Dz -7 (2)]

(ipoteza 1. de mai jos implicd v (z) > 0). Deci, lungimea pasului
aleasd de Vanderbei si Lagarias este cea mai mare, urmati dc cea
care foloseste norma L*, si in cele din urmi, de cea tn normi L? pe
care o vom folosi in prezentarea noastri. Majoritatea implementirilor
folosesc lungimea cea mai mare a pasului, dar demonstratiile pe care
le vom da aici pot fi usor adaptate la cazul normei L*°, impreuni cu

introducerea, factorului de contractie o < 1.
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3.4.2. Teorema de convergentd

Vom face urméitorele ipoteze:
Ipoteza 1. —o00 < min {cT : m} < max {c"-z}.
Ipoteza 2. P° este nevidy; (9 € PO este dat.
Ipoteza 3. Matricea A are liniile liniar independente.
Ipoteza 4. Matricea A- D2- AT este inversabild pentru orice = € P.
(Aceastd conditie se mai numeste si nedegenerare primald.)

Se observd cu usurintd ci ipoteza 3 implicd inversabilitatea lui
A-D?. AT pentru orice z € P°, ceea ce inseamni ci ipoteza 4 este
de fapt o conditie pentru nedegenerarea primald pe frontiera lui P. In
plus, nedegenerarea primald implici faptul ci domeniul de definitie a
functiei w poate fi extins pe intregul domeniu P. De asemenea, ipoteza
1 implica ||D; - (z)|| # 0 pentru orice z € PY, si prin urmare, functia
y (z) este bine definitd.

Teorema 3.22 Punctele z*) generate de algoritm converg cdtre un
punct primal admisibil Z € P, iar sirul w® converge cdatre un punct
dual admisibil w. In plus, punctul primal admisibil T §i costul redus
F=c— A" - satisfac conditile ecarturilor complementare:

;=0 dacd gi numai daca 7; > 0. (3.4.2)

Demonstratie. Vom considera separat cazurile in care P este mirgi-
nitd sau nemdirginitd si vom structura demonstatia in mai multi pasi
in care demonstrim anumite afirmatii.
Cazul 1: mullimea P este mdrginitd.
Pasul 1. Admisibilitatea primalX este conservati. Intr-adevir,
se verifici cu usurinti cd A-D2.r (z) = 0, si prin urmare, deoarece
A-z =05, avem:

A-D?.r(z) B
| Dz -7 ()|l
Din definitia lui y (z) datd de (3.4.1), componenta j se scrie:

(o) =g (1o 2imi(2)
y; (z) J<1 ”Dz'r(x)“) (3.4.3)
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z,7; (2)
=10 @Il

0 < y;(z) < 2z (3.4.4)

st deoarece evident —1 <1, avem:

Pasul 2. Daci se atinge frontiera, avem optimalitate. S pre-
supunem & z(®) € P s c :cg-kﬂ) = 0. Atunci, din (3.4.3) avem

k) () = “Dk : r('“)H . Din faptul ca ng) > () pentru toti ¢.

7 7
deducem ca 'rJ(.k) > 0 si rfk) = 0 pentru toti 7 # j. Deoarcce
T =z i @ = w® rezultd ci (3.4.2) este adeviratd. Prin
urmare, vom presupune ci z¥) € P° pentru orice k.
Pasul 3. Valoarea functiei obiectiv descreste. Avem:
- "y (a) ¢’ D?r(x)
¢ rx—c ylz)= —/—m—=
1Dz - 7 ()|l
Pe de alt& parte, D, - r(z) = Pr - D, - ¢, undc prin
Po=1-D,-A"-(A-DZ AT)_1 - A D, am notat operatorul
de proiectie pe spatiul nul al tui A - D,. Deci,
b T () CT'DI'PI'DI'C
¢ cr—c -y(x)=
1D, -7 (z)]
i deoarece P, este matricea de proiectie. ca este idempotenta i
simetricd, astfel incat

¢’ -z—cy(@) =P D;cfl =|Ds -7 ()]
Rezultd deci.
¢ R T gD = HD,C . rkH > 0.
Pasul 4. Conditia ecarturilor complementare se pastreaza la
limity. In baza ipotezei 1 si a pasului anterior, sirul ¢ - z(*)

este mirginit inferior si descrescitor, deci convergent. Astfel, din
ultima ralatic rczultd cd

lim || Dy - r*|| = 0.
k—oc

Pasul 5. Variabilele duale sunt marginite. Din ipoteza 4 rezult¥
cd w(z) este o functie continui pe multimea compacd P; deci

w (z) este mirginiti.
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In cele ce urmeazi, vom adopta urmitoarele notatii. Fie w un
punct de acumulare a sirului w®, si w®») un subsir convergent la @,
deci lim w'*) = . Vom nota cu 7 = ¢ — AT - . Definim urmitoarele

p—00

multimi de indici:

BZ{jlijO}’ RZ{J|F]7£O}

Evident, B este constituitd din multimea indicilor de bazj iar R din
cea a indicilor nebazici. In concordants cu aceste multimi, coloancle

matricei A se pot partifiona in doud submatrici: A = (B : R> , lar

B

IR

componentele de bazi, iar zr cele nebazice.

Pasul 6. Avem Ilimor (z) = 7. Din definitia lui r (z) rezulti:
R

componentele vectorului z € R® in z = < ) , unde, zp reprezinta

r(z) = [I—AT-(A~D§-AT)_1-A-D§J-c:

= [1-4T-(4-D2AT) " A D2
unde cea de a doua egalitate rezultd din definitia lui 7 si din faptul
ci matricea din parantezele drepte anuleazi pe A'. Tinand seama
de faptul ci componentele de bazi a lui 7 sunt zero, din ultima
ecuatie obtinemn:

F-r(r)=A"(A-D?-AT).R-D} i

Deoarece matricea (A - D2 . AT)_1 existd si este continud pe tot
domeniul compact P, rezultd ci ea este mirginitd. Prin urmare,
daci zx — 0, matricea diagonald Dgn devine nuli si din ultima
relatie rezulti ci afirmatia este adevirati.

Pasul 7. Componentele nebazice ale lui z converg la zero. Fie

j € R fixat. Din pasul 4 rezulti klim zg.k)r(.k)
—00

J
. . . k _ . .
tatiilor ficute mai sus, lim rj(. P) = T;, care este un numir diferit

p—o
. . k . k.

de zero. Deci, pentru subsirul a:(- ») avern: lim k)
’ J proo J
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orice j € R, adicé,
: (kp) _
plggc zz" = 0.

. . k
S& presupunem acum, prin absurd, c& sirul x%) nu converge la

zero in raport cu toate elementele sale. adicd, existd un 6 > 0
astfel incat m%) € Cs pentru un numdr infinit de valori ale lui k.

unde Cs este complementara multimii

Cs={zr | 0<z; <6, pentruoricei € R}.

Evident, pentru orice altd valoare mai mica decat ¢, aceastd pro-
prietate se pistreazi. Fie deci § suficient de mic, astfel incat Cj
s& contin o infinitate de elemente a sirului si

(k5)

T

1
>~ |17l (3.4.5)

|
pentru toti indicii j §i toate punctele z pentru care zz € Cs.
Acest lucru este posibil datoritd afirmatiei din pasul 6. In ipotezele
presupusec de not aici, multimea de indici

K= {k | %) € Cp5i 2V € 55}

este infinitd. Dacd notdm K; = {k €K ngH.‘; 2 6}, atunci
K = U K;. Deoarecc R este finitd, existd un indice j pentru
jER
care K; este infinitd. Pentru orice kj € K; avem
k! . k41
17(2”)<5 si :z:J(-” )26.

Folosind formula (3.4.4), cea de a doua afirmatie de mai sus in-

: ; 6 . .
plici z](kp) > 5 Din (3.4.5) observdm c& pentru orice p, avem
k) (K 1_._
I](- p)T'J(- p) > Z(S ”T']“ > 0.

Dar accastd relatie contrazice afirmatia din pasul 4 si astfel

. . k
ajungem la concluzia ci a:%) converge la zero.
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Pasul 8. Variabilele duale converg la w. Similar ca la pasul 6,
efectusim mai intai urmtoarele calcule:

w-w = (A-D}-AT)' A.D2-
= (A-D,%-AT)_l-A«D,%-

—_
o
I
-

=3

Deoarcce (A~ DZ- AT) ! este mé.rginlta si %) converge la zero,
rezultd c& diferenta de mai sus converge la zero.

Pasul 9. Pentru orice j € R, avem 7; > 0. Presupunem prin
absurd ci existi j € R astfel incat 7, < 0. Deoarece w* — 1,
existd un K astfel incat rg-k) < 0 pentru toti £ > K. De aici, se
observi ci

(k+1) _ (k) ng),.;, ) (k) :
T, = 1- e 7] >z;” pentru orice k > K.

ceea ce contrazice afirmatia din pasul 7.
Pasul 10. Sirul componentelor de bazi z;
(citre zg). Din felul in care algoritmul construie§te punctele

) avem ‘
(1-(.’“)) 2 K
J J
®) - (3.4.6)

*) este convergent

(k+1) _ B NS T
! ’ [1De - 7@

*) egte convergent dacid

(k) (k)
& ()

| Dy - k)|

Prin urmare, z;

< o

Pentru 5 € B, avem

rj(z)zrj(:r)—sz(ej)T~AT-(A-Dz-AT)_l-R'DzR-r'R

Deci,
i = E O'][ l‘l’f'l
leR
unde

1 l

ou(z)=(e’) - D2-AT - (A-D2-AT)'-R-e
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3.4 Algoritmul afin 155

Continuitatea functiei o (z) si marginirea domeniului P implica
existenta constantelor de marginire &, astfel incat |o; (z)] < 75
pentru orice z € P. Prin urmare,

oo () )' ®\? -
Z <”Dk) T’(k %;Uﬂ z; |]<;:C—>r(’°% (3.4.7)

Aﬁrma§1a dm pasul 7 si ecuatia (3.4.6) implicd c&, pentru orice
[ € R, seria

2
( (k)> 7

Z | De - &
este convergenti. Deoarece rl(k) — 7, rezultd c& membrul drept
din (3.4.7) este finit.

Pasul 11. Conditia ecarturilor complementare este indeplinita.

Este suficient si ardtifin c& Tg > 0. Fie j € B fixat. Pentru a
arita ci Z; > 0, este suficient ca seria

log< (k+1))
P
k=0 Z;
sd fie absolut convergentd, ceea ce are loc, dacd si numai dac&

seria
00 $(k+1) (k)

PR
(K
k=0 Z; :
este absolut convergentd. Din relaj;la (3.4.3). obtinem

0 Ik+1) (k) 00 (k) (
Z — (k) Z |[D ,,,(k)”
k=0 ke

Pentru a arita ci seria din membrul drept este absolut conver-
gents, vom folosi acelasi argument ca in pasul precedent, cu ex-
ceptia faptului cd o, se va inlocui cu o functie similaré:

py@)=(¢) -D,-AT-(A-D2. A7) .R.¢
Spre deosebire de situatia din pasul precedent, unde functia o, (z)

era mirginitd pe tot domeniul P, in cazul de fata este suficient ca
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p; (z) sd fie mérginitd doar pentru elementele sirului (). Acest
lucru rezults din faptul c& z® este convergent si (A - Di A"_)_1
este mirginita.

Cu aceasta, teorema este demonstratd pentru cazul cind domeniul
P este mirginit.

Cazul 2: multimea P este nemdrginitd.

Ipoteza de miarginire a domeniului de admisibilitate P, imprcuni
cu conditia de nedegenerare primals, a fost utilizatd in urmitoarele
situatii:

1. La pasul 5, pentru a se arita ci functia variabilelor duale w (z)
este marginits.

2. La pasul 6, 8 si 11, pentru a se ardta ca (A-D?- AT)'1 oste
méarginitd.

3. La pasul 10, pentru a se ardta ci functia 0, (z) este marginit.

Vom arita in continuare c& ipoteza de mirginire nu este necesari
pentru nici una din situaiile de mai sus, adici, (4 - D?- AT)_l este
marginit&, chiar daci multimea P estc nem&rginitd. Dac& not&m cu
P multimea compactd formatd din acoperirea convexd a punctclor
extreme ale lui P, atunci, orice puct x € P sc poate scrie sub forma
z=&+1 unde & € P sit>0, A -t=0. Se verifici cu usurintd ca
A-D?. AT — A-D?. AT este semipozitiv definits, de unde rezulta ci
A1 (z) > A1 (), unde A; (z) reprezintd cea mai micd valoare proprie
alui A D?. AT. Din conditia de nedegenerare primali si din faptul

cd P cste compact, rezultd ca A, () > A; > 0 pentru orice & € P.

1
Dcoarece norma din L? a lui (A - D?- AT) este chiar W) avem
1\

| = L o L 1o
LoA(z) ™ M (@) TN

Trebuie subliniat faptul ca conditia de nedegenerare primald este
csengiald pentru marginirea lui (A -D?. AT)_I, asa cuin se poate
vedea din urm&torul exemplu:

Jia- 2247

min{z; |z, — 2, =0, a; >0, z, > 0}.

Evident, (z;,z3) = (0,0) este un punct admisibil pentru care
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. - 1 . ..
(A -D:-AT) = ——— devine nemirginitJ.
Ty + x5

Vom arsta acum c#, conditia de nedegenerare primald poate si
lipseascd din prima si a treia situatie descrisd mai sus. Pentru aceasta,
este suficient s& demonstrdm ci, pentru orice vector v € R”™, functia

w’(z)=(A-D2-AT) ' A-D?.v

este marginiti.
Introducem urmitoarele conventii de scriere:
e Daci A, este linia ¢ din matricea A, atunci vom nota cu A; (v)
matricea care se obtine din A prin incocuirea liniei A; cu vec-
torul v.

e det (A) este determinantul matricei p&tratice m x m, care este
J1yeadm

format din coloanele A%, ..., A’ ale matricei A.

Pentru a scrie componenta wy (z) . se foloseste regula lui Cramer si
teorema lui Cauchy-Binet:

Y (@ 35,)° det (A) det (A (v)

Lyens yeees
. I<ii e eim<n Jsadm J1resdm
(z) =

S tenem) e ()]

1</ 1< <jm<n

Pentru a majora aceastd expresie, vom folosi inegalitatea

Do
! < max u
N 1<i<N  §;

care este adeviratd pentru orice sir de perechi de valori reale (7, s;) ,
1 < ¢ < N, pentru care s; > 0 Deoarece anumiti termeni din suma
de la numiritorul relatiei (3.4.8) se pot anula, concomitent cu cei

corespunzatori din suma de la numitor, putem folosi inegalitatea de
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mai sus pentru a obtine urmé&toarea majorare:

det (A; (v))

v, < J1rndm
ot (@) < 1< <gn<n | _det (A)
det  (A)#0 Jtyenndm
I1r Jm

Membrul drept al acestei inegalititi este independent de z si astfel.
reprezintd o margine superioard. =

3.5. Traiectorii continue

S considerdm din nou problema de programare liniara:
min{cT-a:]A-xzb,a:ZO} (3.5.1)

in care liniile matricei A sunt liniar independente §1 presupunem ci
existd un vector w, avind toate componentele pozitive gi pentru care
A-w=0b

Algoritmii de tip Karmarkar folosesc un proces iterativ care consts
in determinarea unui gir de puncte din interiorul domeniului de admi-
sibilitate, puncte ce se obtin prin deplasarca cu un pas anume de-a
lungul unor directii. calculate la fiecare iteratic. Dac& lungimea pasu-
lui devine infinitesimald si transformarile pentru determinarea direc-
tiilor noi se recalculcazd de fiecare dati, obtinem varianta ~ continud”
a algoritmilor respectivi. Varianta discretd a algoritmilor se poate
prezenta astfel:

I(k4—l) — l'(k) + aq;(k) + O (Clz) .

unde, la iteratia k, notam cu v*) directia de deplasare iar cu a.
lungimea pasului. Luind pe a — 0, obtinem varianta infinitesimals
a procesului de determinare a punctelor, pentru care traiectoria lor
continud este datd de ecuatia diferentiali:
dr ‘
a&' =1
unde v, ca functie de z, defineste un camp vectorial.
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Pentru algoritmul proiectiv, ecuatia diferential¥ este:

dz T
E=—[D$—:c-:r ]'PA.DI-DI-C
unde D, = diag (z) si

Pap,=I1-D,-AT.-(A-D2-AT)".4.D,
jar pentru algoritmul afin, ecuatia diferentiali este:

d—:E:—DI~PA.D 'DI'C (352)
dt i

Numerosi autori (vezi spre exemplu [5], [6], [22], [35]) au studiat
aceste traiectorii din diverse perspective, punandu-se in evident unele
caracteristici foarte interesante ale acestora.

In continuare vom prezenta unele proprietiti care decurg direct din
studiul ecuatiilor diferentiale prezentate mai sus. Pentru a fixa ideile,
ne vom concentra doar asupra ecuatiei (3.5.2). De asemenea, pentru
a simplifica expunerea, vom nota

’)’(1‘) :PA-D: -DI'C
iar sistemul de ecuatii diferentiale devine

dx
= =_D,-
iy ¥ (z)

pozitive, atunct, pentru orice t > 0, avem z (t) > 0.

Demonstratie. Sistemul se poate rescrie pe componente in forma

d

il z;v;(z); astfel, pentru orice solutie avem:
d
Eault) + t)a(t) = 0
L t
d d
exp /’yi (z(s))ds a:ri(t) +x¢(t)& exp /'yi (z(s))ds | =0
0 0
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i

z(t) exp /%(I(S))ds =0

0

dt
de unde obtinem:

t

s®ew | [ ()| =20
0

5(t) = @) exp (= [ 1 (als)) ds
0
si deci, pentru z;(0) > 0 rezultd z;(¢) > 0 pentru orice ¢. [

Propozitia 3.24 Functiat — A - x (t) este constantd pentru orice
solutie x a sistemului (3.5.2).

Demonstratie. Vom nota
F()=-D, - I-D,-A"-(A-D2-AT)y"'A-D,]- D, ¢ (3.5.3)

si observam cd:

A-Flz)=-A-D,- [I—DI-AT-(A-Dﬁ-AT)~l -A-DI} Dy ¢
=—[A-DI—A-D;",~AT-(A-D§-AF)‘1-A-DI] D, e=0
(3.5.4)
De aici rezult¥ c&
%A cz(t)=A- %I(t) =A -F(z(t))=0
si deci functia t = A - z(t) este constanti. ]

Din Propozitiile 3.23 si 3.24 rezulta ci, dacd z (0) are componentele
z; (0) > 0 pentru orice i si A -z (0) = b, atunci, pentru orice ¢ pentru
care solutia z (t) este definitd, avem A -z () = b si z; (t) > 0 pentru
orice 1.

Cu alte cuvinte, daci dispunem de o solutie admisibila z (0) > 0
a problemei (3.5.1), atunci sistemul de ecuatii diferentiale (3.5.2) ne
oferd o solutie admisibild z (¢) > 0 pentru orice t.
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Propozitia 3.25 Pentru orice solufie z (t) > 0 a sisternului (3.5.2)

d
avem: ECT -z(t) <0.

Demonstratie. Intr-adevir, avem:

icT z(t)=c - i:c(t) =

=" D, [I-D,- A" -(A-D2-A")"'-A-D,] D,-¢<0

deoarece, in conditiile noastre, matricea I-D,-A"-(A-D2-A")"1-A-D,
este semipozitiv definitd. Pentru a demonstra aceastd afirmatie, si
notadm matricea B = A- D,.

Orice matrice simetricd M are valori proprii reale [17].

Norma matriceald se poate defini astfel:

|M| = sup || M- z.
flzll=1
De aici rezultd c, dacd {Ay, Az, -+, Ay} sunt valorile proprii ale lui M,
atunci,
| M1 = max {|\i}
Sa considerdm acum matricea simetrici

M=B".(B-B").B
Trebuie s& ardtdm c3, pentru orice vector v, avem:
v (I-M)-v=v"-v—v -M-v>0,

adicd, ©7-M-v < ||v||*> . Deoarece vT-M v < | M| ||v}]*, este suficient
sd ardtdm cd
| M| <1 (3.5.5)
Fie A o valoare proprie a lui M si ) # 0 vectorul propriu
corespunzitor. Avem: M -z, = Az, adici.

BT.(B-BT)"'. Bz, = Az, (3.5.6)
Dacd B - z) = 0, rezultd cd Az, = 0 si deci, A = 0.
Daci B -z, # 0, inmultind (3.5.6) la stdnga cu B, obtinem:

B'CL‘,\=)\B'CL',\,
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de unde rezultd A = 1. Prin urmare, valorile proprii ale lui M pot lua
doar valorile 0 sau 1 si astfel, relatia (3.5.5) este adevirata. ]

Observatia 3.7 Ca fapt divers putem preciza cd matricea M, definitd
mai sus, este idempotentd:

M*=B"-(B-B"Y".B-B"-(B-B")-B=M
si este la rdndul ei semipozitiv definitd:
T M-v=v" - M?2.yu=(M-v)" - (M-v)>0.

Din Propozitia 3.25 rezulta ci. de-a lungul solutiilor sistemului
diferential, costul problemei (3.5.1) este descrescitor pentru ¢ > 0.

In baza consideratiilor ficute mai sus, putem formula urmatoarea
procedurd iterativd pentru rezolvarea problemelor de programare liniara:
1. Presupunem cunoscut vectorul w, cu componentele w; > 0 pentru

orice 1 gi care satisface A-w = b.
2. Luam " = w si definim prin recurent sirul +*)

R+ — (k) TkF(.’II(k))

unde F este definit de relatia (3.5.3).
Pe componente, relatia de recurentd devine:

A o il 5
adica:
I R
De aici este evident ci, daca luam 7, < m ,atunci 2. > 0 implica
(k+1 >0 '

In plus, din (3.5.4) avem
A = A 2B _p A F®y = A2

deci, A-z® = b implict A - 2571 = b, ceea ce inseamni ci, dac# sc
porneste cu un punct admisibil, procesul iterativ construieste puncte
admisibile.

Dec asemenea, din Propozitia 3.25 rezultd ¢ " -2+ < ¢T.2® si prin

urmare, la fiecare iteratic valoarea functiei obiectiv se imbunititeste.
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Recunoastem agadar cu usurintd ci aceste idei stau la baza algorit-
milor lui Karmarkar prezentati in paragrafele anterioare. Denumirea
lor de a fi algoritmi "de punct interior” este foarte bine pusd in cvi-
dentad de concluziile care decurg din propozitiile prezentate mai sus,
adici, prin acest procedeu se construieste un gir minimizant de puncte
din interiorul domeniului de admisibilitate.
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